f,:]-0.0] > R " i[04 > R

X b | X b
; X—];“ x+1 At
¢ :]-0,0] > R @, [0, 400 > R (f - A,p

X =X +Vx’ =X i X

2x+1

[88]

Exercice 1 A\ ’ f
On considére les fonctions suivantes : @ ‘e — f O
-

1. a) Montrer que f, réalise une bijection de ]-o,0] sur [0.1].

A S ~—

b) Déterminer f,™' (x) pour tout x de [0,1]. .

S

. a) Montrer que f, réalise une bijection de'[0,+eo[ sur [0,1].

b) Expliciter f,™ (x) pour tout x de [0,1].
/

LI

. a) Démontrer que £, of, = ¢, et que ¢, =1 of,.
b) En déduire le sens de variation de ¢, et celui de ¢, .
¢) Montrer que les fonctions ¢, et ¢, sont réciproques 'une de I’autre. Qu’en déduit-on

{ L

our leurs courbes I, et T, représentations graphiques respectives, dans un repere
p 1 2

orthonormé (0,13), des fonctions @ et @7

|
: *n
Exercice 2 ﬁ
M
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)= ————X—-H—w . On désigne par (C) la courbe \i ; L—
X 42x 420 e

représentative de f dans un repére orthonormé (O,f,j). RS

fé & Gy bt
1. a) Calculer les limites de fen +oo et en —o0.

b) En déduire que la courbe (C) admet deux asymptotes dont on donnera une équation.
2. Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout x réel,

1 . ’ R A N
f' — | - N ! A € . ‘/", 7 (5 »
) (X2+2x+2)\/xz+2x+2 N k Q; RN o

3. a) En déduire que réalise une bijection de R sur un intervalle J que 1’on précisera.
R VRS O T Gon . ,\
. ¢ : - - n -

e ot L) F 2T

: @ .



b) Montrer que pour x de J,f™' (x)=-1+

4. Tracer (C) et la courbe (C*) de f~'.

Exercice 3

On consideére la fonction f définie sur }O, %] par: f(x)=+2cotx
1. Montrer que f est dérivable sur }O, g{ puis calculer f ’(x) pour x de }O,g[.
2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en %

3. Montrer que f réalise une bijection de }0,%} sur [0,+o0f .

4. Montrer que la fonction réciproque ™ de f est dérivable sur [O, +oo[ et que pour

x de [O,-l—oo[,ona: (f“)' (x)= 4—:1)(4 .
X

5. On pose pour tout x de ]0,+o[ , g(x) =f' (\/ﬂ)+f—1[ %J
X

a) Calculer f™ (\/5)

b) Montrer que g est dérivable sur ]O, +oo[ et calculer g’(x).

¢) En déduire que g(x)= % .
. r
s SR P oo F — ot
g’.{.ﬁ__««—« )j (_/) =




Fonctions réciproques

‘-Exermce 1

1. a) la fonction X —— est dérivable et strictement positive sur ]—oo 0[ donc f; est

R
: | L
v : 4Y. -
dérivable sur ]—oo,O[ . Pour tout x <0, £, (x) = (X ) =— ! <0
2|2 2(x-1) f-iT'
X-—

x—1

Ainsi f, est continue et strictement croissante sur |-o0,0] donc f, réalise une bijection de

}%ﬂmuﬁqwﬁM=ﬁmyggu@[[omn++£i{[w{

0 {x <0 {0 <y<l
L=
fi(x)=y £ (y)=x
:.,';&g., A

’ 1
f(x) Ve =y & l+——_y<:>1+-———y <:>—1——y -1
-1 X x-1
5

1 %o %
1—-———<:>x— —+l&X=
7 1 v -1 oy -1

2

Par suite, pour tout x de [0,1], f,” (x)— X =

2. a) f, est dérivable sur [0, +oo| et pour tout x de [0, 4] , £, (x) = ( - )7
x+1)

>0
r [0, , c’est-a-dire que f, réalise une

D’ou f, est continue et strictement croissante sur

bijection de [0,+o0[ sur f, ([0,+oo[) = [fz (()),limfz[ = [O, lim 1——%[ =[0,1].
X X—>+0 X

K {ZTX) y {07;)1 X

X 1
f(x)=ye—=y1l-—7= o—=1-
SR x+1 FEIT
1 7
o xtlz=— Sx=—"-loX=""7
—¥ =y 1-y
Par suite, pour tout x de [0,1], f l(x)=—x——.
-x




Fonctions réciproques

(U8

aj Pour tout x de ]—00,0] >

- | X \/;X—+“x
PRPRPRE W = S .

~f,(x) gL S
A e
=,/x(x+1)—x=—x+\/x2+x=gol(x)

slpe i) oA
(x)) -1 (L)Z_l K —(x+1) —2x-1

x+1

= —%()

Toax4d
rfl "*f&u ‘,;'1

b) Pour tout x < 0, ¢, (x) =1 (x).(f,” ) (£,(x))<0 car f, (x)<0 et (£, ) (£, (x))>0

Donc ¢, est strictement décroissante sur ]-e0. O] :

Pour tout x >0 0, ¢, (x)=£, (x).(f )l (£, (x)) <0 car £, (x)>0 et (f ) (£(x))<0
Donc ¢, est strictement décroissante sur [0, +oo[ .

¢) Ona: ¢ =(fz'1 ofl)—1 2f % of, =@,
Ainsi, les fonctions ¢, et ¢, sont récipfoques I’une de I"autre.

On en déduit que leurs courbes représentatives respectivesI’; et I', sont symétriques par

rapport a la droite d’équation y = X.

x| 1+—
x+1 X

1. a) Remarquons d’abord que pour tout X réel, f (x) = \/____ =

X2+2X+2 ‘Xl 1+g+_2_
X x°
1+—1— 1+l
Ainsi, lim f(x)-hm——i———l et limf(x)=lim ——X—=-1.

X—>+% X->+0 2 2 X——0 X——m0 2 2
l+—+— ' - [+—+—
XX E X X
© 2070
: @-.

A~ W oA



Fonctions réciproques

//7 b) La droite D : y = 1 st asymptote & (C) au voisinage de+ oo et la droite D” 1y = -1 est
4 : t &
asymptote a (C) au voisinage de —oo.

2. La fonction x > x+1 est dérivable sur R.

La fonction x> x> +2x+2=(x+ 1)2 +1 est dérivable et strictement positive sur R donc

X \/x2 +2x+2 est dérivable,sur R . D’ou f est dérivable sur R .

Pour tout x réel,

\/x2+2x+2—(x+1)——x—+14—— ) 5
2 r2x+2 _ x* +2x+2—(x+1)

x* +2x+2 (x2+2x+2)\/x2+2x+2

1
(x2 +2X+2)\[X2 +2x+2

f'(x)=

2 )

3. a) {est continue et strictement croissante sur R donc f réalise une bfection de R sur
J=f =]' i [—_— 1.1} ¢
(R)= |lim £ (x), Jim £(x)| =]-L1[

b) Pour tout x de |-L1[,

£of (x) =] (x)]= L 7(X)+1
_ \/[?" (x)]‘ +2f 71 (x)+2
X
a0t 1-x’
\}(—H - )4—2 B PR ]+2
1—x? : lx?
X
i [-=x’
x> 2x 2x
1+ - =2+ +.2
\rl—x‘ Ji=x? 1-x?
X
_J1=x’
1
§dx*




4. Les courbes (C) et (C’) sont symétriques par rapport la droite A:y=xX.

X

—00

+0o0

£{%)

f(x)

(W4, i

L (©

i _5~ it




Fonctions réciproques '

1. Lafonction x > cotx est dérivable et strictement positive sur }0,5{ donc fest

2cot’(x) _—l-cot’x
2\/2 cotx \/2 cotx

~ dérivable sur }0,72[[ et pour tout x de ] [ f'(x)=

2. im
h VA z” /4 —-h
X——

e
p e X - PN

2 2 2

f(x)—f(fj o)
N2 gy NEeOI =}}ir§1————an( ) =Inr£1+—\E, /m_;lh_ -

Donc f n’est pas dérivable a gauche en %

3 fest continue ¢t strictement décroissante sur }O,

o] et

. fest dérivable sur }O, —725[ et pour tout x de }0,%[ , T '(X) <0 donc f' est dérivable sur

st

Ona: 0<X<—2- - {y>0 ( )(y)_f(x) m

N

1 donc f réalisetmet hijection de 107?-1
J 172

F) =y £ (y)=x Cl+cot’x
Or y=\/2cotx®2cotx=y2@cotxz%,donc_(f“l)’(y)z— AN 4y

Ainsi, pour tout x de ]0,+°°[ ( ) ( )_ d+x*

Etudions a présent la dérivabilité de £ adroiteen O :

T
£~ £7(0 =5 '
lir{)l+ () =17 )— lim 2o ! =0 donc ™' est dérivable 2
y—> Y- 0 x> f(X)—f(—j f(X)“f(%j
lim
x~ w
X—)E X_,_z_.

droite en 0 et (f'i )’ (0)=0



Fonctions réciproques

4%0

Comme- (f“ )l (0)=0=- o alors on peut conclure que fest dérivable sur [O, +oo[ et que
‘ ' ' —4x
de |0, , £ = .
pour x § [0+, ona ( ) (x) P

5. Pour tout x de 0,+o0 , g(x) =£"" (\/Z(—) £ 2
A Vx

].

(xz 7 s Tl ' 7
a) Ona f| = |=,[2cot==~2 et Ze [0,Z | par consé t f{J2)==.
@ (4) ' 4}2Jp wéquent £71(12) =%

. 2 L
b) Les fonctions x —+f2x et x — . |—= sont dérivables sur lo, +oo . D’autre part £~ est
< :

dérivable sur ]0.-+oof donc les fonctions x > ™! (,\/2)() et x k> ! (\F} sont dérivables
_ _ Vx

sur ]0, +oa[ . Par suite, g est dérivable sur ]O,+00[ )

Pour tout x >0, g'(x) =

2
22x

11
1+x* 1+x°

=0
¢) La fonction g est donc constante sur I’intervalle ]0, +00[ d’oti il existe une réel c tel que

pour tout x de [0, o[, g(x) =c.
Or g(1) =2f"" (ﬁ):g— donc ¢ =% :

Par suite, pour tout x de ]0,+o0[ , g(x) = 12[- .




