Continuité et limites

|. Rappels

1. Continuité

ﬁéfinitions (Rappels) \

* Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit a O 1

f continue en a si et seulement si lim f(x) = f(a)
XxX-Qa

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, a+ (x[ (a>0)

f est continue a droite en a si et seulement si lim f(x) = f(a)
x-a*

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a -q, a] (a>0)

Q&st continue & gauche en a si et seulement si lim f(x) = f(a) /
X-a

! Pour étudier la continuité d’'une fonction f en un point a il faut que f
M soit définie en a, a droite de a et a gauche de a

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit a O I

f continue en a si et seulement si f est continue a droite et a gauche en a

= Exemples

x* - bx +4 .
= *
% Soit f la fonction définie sur R par : f(x) x—-1 stox#1
f(1)=-3
Montrons que f est continue en 1.
2
—_ + —_ —_
lim f(x) = lim =254 o, VO m ) 4y = -3
x-1 x -1 x—]_ x -1 x—]_ x -1

linlz f(x) = -3 = f(1) donc f est continue en 1

sin 2x )
si x<0

flx) =

x
% Soit f la fonction définie par : < f(x) = x* — 1 si «xl [0, 2[
flx)=~x+7 si x=2

Etudions la continuité de f en 0 et 2.
* Etude de la continuité en 0
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sin 2x

lir(r)@f(x):lir(i)@ =22 f(0) (f(0) =-1)

D’ou1 f n’est pas continue a gauche en 0 et donc f n’est pas continue en 0.
* Etude de la continuité en 2.
lim f(x) = lim(x* -1) =3 = f(2) = f est continue a gauche en 2.
x -2

x -2
lim f(x) =lim~x+7 =3 = f(2) = f est continue a droite en 2.
x-2" x-2"

Conclusion : f est continue a gauche et a droite en 2 donc f est continue en 2

“.l

s lx

fix)= 21 x <0
x ___.....--'

flx)=x -1 =& =xel0,2 3 =

filx)=nfx+7 g1 x =92 f

7 12 /
7 /
/ 1 /
/
.
_41 - -1 0 1 2 3 4
i M J’f
7
=

SN
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Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a [0 I.

f

, f* (mON') est continue

» Si f est continue en a alors chacune des fonctionsaf ,

en a.
* Si f et g sont continues en a alors les fonctions f+g et fg sont continue en a.

f

. . . 1 .
* Si f et g sont continues en a et g(a) # 0 alors les fonctions — et — sont continue en
g g

a.
» Si f est continue en a et positive sur lintervalle I alors la fonction \/7 est continue en a

* Toute fonction polynéme est continue en tout point deR.
» Toute fonction rationnelle est continue en tout point de son domaine de définition.
* Chacune des fonctions sinus et cosinus est continue en tout point deR.

* La fonction Tangente est continue en tout point de R \ {g + k1, kO Z}.
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Prolongement par continuité

Soit f une fonction definie sur un intervalle ouvert I, sauf en un reel a de I.
Si f admet une limite finie |l en a alors la fonction g définie sur I par :
glx)=f(x) si x#a et g(a) =1 est continue en a

On dit que f est prolongeable par continuité en a et que g est son prolongement par
continuité en a.

== Exemple

Soit f la fonction définie sur R™ par : f(x) = 1—co—;9(2x)
x
Montrons que f est prolongeable par continuité en O.
Et pour cela il faut montrer que f admet une limite finie en 0.
lim f(x) = lim 426082y, g Lo coS20) 1y
x-0 x-0 4x x-0 (Zx) 2

Donc f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction g définie
1- 2 .
suerar:g(x)IL‘;(x) si x#20 et g(0)=2

Continuité sur un intervalle

s Une fonction est continue sur un intervalle ouvert si elle est continue en tout point de
cet intervalle.

s Une fonction f est continue sur un intervalle [a, b] si elle est continue sur ]a, b[, a

droite en a et a gauche en b.
% De la méme facon, on définit la continuité d’une fonction sur les intervalles

[a, b[ , ]a,b] , [a,-l-OO[ et ]—00, a]

= Exemple

x
= 1 ]
Soit la fonction f définie sur [0, T[[ par : f(x) sin x SL X ]0’ T‘[

f(0)=1

Montrons que f est continue sur [0, Tl[

e Sur ]O, Tl[ , [ est le rapport de deux fonctions continues sur ]0, T[[ et dont le

dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle donc f est continue sur ]0, T[[

e A droite en 0, lim f(x) = lim .x =lim .1 = 1 =1=f(0) donc f est continue a
x-0* x-0" SIn X x-0" SN X 1
x

droite en O.
Conclusion : f est continue sur ]O, Tl[ et continue a droite en 0 donc f est continue sur

[0, 7.
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2. Limites

Les résultats résumés dans les tableaux suivants concernent les opérations sur les
limites en un réel a, a droite en a, & gauche en a ou a l'infini.

Lim f Lim g Lim (f+g) Lim f Lim g Lim(f xg)
L L’ L+L’ L L’ LL’
L +00 +00 L#0 0 o (RS)
L —00 —00 00 00 o (RS)
+00 +00 +00 On ne peut
0 00
—0 —0 —0 pas conclure
+00 —00 On ne peut
—59 +00 pas conclure
. . .
Lim f Lim g le(g)
L
L L'#0 E
0 L'#0 o (RS)
L 00 0
0 (6] On ne peut
0 0 pas conclure

RS : Appliquer la regle des signes
On ne peut pas conclure : Dans une telle situation, une transformation convenable de

Iécriture permet le calcul de la limite.

Résultat pratiques

+ La limite d'une fonction polynome en +o ou —o est la limite de son monome de plus
haut degré.

% La limite d’'une fonction rationnelle en + ou - est la limite du quotient du
monoéme de plus haut degré du numérateur et du monoéme de plus haut degré du
dénominateur

= Exemples

lim(x* —2x +3) = lim x> = +o0

X — too X — +00
. 4x® - x . 4x® )
lim =Iim = [lim 4x = —»
vom o x =1 roe o x X
X o1
im —; = lim — = lim—==0
[+ % + 1 |o[-+w x |1 - +o0 ¢

T —
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Limites de fonctions trigonomeétriques

On rappelle les résultats suivants :

: } . 3 . 1- 1- 1
lim Sinx 1; Iim Sinax _ a (@adR) ; llm—cosx =0 ; lzm—cfsx =—
x-0 X x-0 X x-0 X x-0 X 2

. T
lim anx _ 1
x-0 X
Exercice

) .. -2
Déterminer la limite de M quand x tend vers I
-2 sin x 4

Correction
Tt T
Posons A =x—z, alors x = h +Z.

l—x/gcos h+l-[ 1—\/5 cosh[l\/é—sinh[ﬁ
1 x/_cosx 4 2

-2 2
lim———— =Ilim =lim
1 -2 si A0 . T A0
V2 sin x 1 -2 sin (h + 4j 1-+2 (sinh[% + coshD\é—EJ
1 - cosh N sinh
_im 12 cosh+ sinh — lim h .h _ i - 4
h-0 1 — cosh—sinh  h-0 1—cosh _ sinh 1
h h

Il. Branches infinies

Soit f une fonction et ¥  sa courbe représentative dans un repere cartésien ( O,Z ; )
M(x,y) un point de la courbe 2

On dit que la courbe % admet une branche infinie si x ou y tend vers l'infini.

1. Asymptote paralléle a 'axe des ordonnées

Soit f une fonction et & sa courbe représentative dans un repere (O,f, 3’) du plan

La droite d’équation x = a (a OR) est une asymptote & la courbe &
si et seulement si llm f(x) =tc0 ou lim f(x) = too

x-»a X-a

= Exemple

Soit f la fonction définie sur R \ {—1, 1} par : f(x) = 21 1

2 —

1
On a: lim f(x) = lim =40 (carx-1 - 0"etx+1 - 2).
xalf x-1" (x—l)(x+1)
Donc la droite d’équation x =1 est une asymptote a la courbe & .
On a aussi : lim f(x) = lm 1 -0 (carx—-1 - 2etx+1 - 0").
v (1) (x—l)(x+1)
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Donc la droite d’équation x = -1 est une asymptote a la courbe 2

I

2

&

\
/

|
[
|
o5}
|
2
|
[y
=
(=3
ha
5

2. Asymptote paralléle a I'axe des abscisses

Soit f une fonction et & sa courbe représentative dans un repere ( O,Z, 3 ) du plan
La droite d’équation y =b (b UR) est une asymptote a la courbe &
si et seulement si lim f(x)=b ou Ilim f(x)=0>b

X — —00

X — +oo

Remarque

Le signe de f(x) — b permet de déterminer la position de la courbe par rapport a
Pasymptote.

= Exemple

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =

_*
Va® +1
On a: lim f(x) = lim ——— = lim —— =1, donc la droite d’équation y =1 est

X — +oo X — +oo ’ X — +oo ’

une asymptote a la courbe %representatlve de la fonction f au Voisinage de +oo,

On a aussi : lim f(x) = lim ——— = lim ——— = lim ———
|| 1+— —x,/1+— —,/1+—
Donc la droite d’équation y = —1 est une asymptote a la courbe %  au voisinage de —o.
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- N
- .
B F=1 _—T I
- T
% -2 -1 0 1 2 E
% ____._.-—-""--.f. ¥ = -1 %
= = =

3. Asymptote oblique

Soit f une fonction et & sa courbe représentative dans un repere ( O,z, 3 ) du plan
La droite d’équation y = ax + b est une asymptote & la courbe &
si et seulement si liri% f(x)—(ax+b)=0 ou [lim f(x)—-(ax+b)=0

X — +oo X — —00

Remarque

Le signe de f(x) — (ax + b) permet de déterminer la position de la courbe par rapport a
lasymptote.

= Exemple1

Soit f la fonction définie sur R" par :

1
= -1+ =
f(x) =x +5x

Ona: lim f(x)-(x-1) = limi=0,
Jaf = +oo jaf =+ B

t I}I:x—
P

donc la droite d’équation y = x — 1 est

une asymptote a la courbe &
représentative de la fonction f
au voisinage de +oo et —o

{
(i IIIIIIIIIIIIIIIIIMIIIIIIIIIIIIIIIIII (T

= Exemple 2

Soit f la fonction définie

sur R par: f(x) =+x* +1

On a : pour tout réel x non nul

T —
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N

flx) =~x* +1 :|x| 1+i2
X

=+ ~ | -
1+ +1 1
x
=l + ——
-3 -2 -1 1 2 3

4
N\

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIMIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII [ —wnw

e

Pour x >0 ona: f(x)—-x = ! et lim f(x)—x =0, donc la droite D

x(/1+12+1j H
X

d’équation y = x est une asymptote a la courbe de f au voisinage de +co.

! et lim f(x)+x =0, donc la droite D’

—x[/1+12+1j N
X

d’équation y = —x est une asymptote a la courbe de f au voisinage de —o .

Pour x <O ona: f(x)+x=

4. Etude d’une branche infinie dans le cas ou xli’ﬁo f(x) = %oo

Soit f une fonction telle que liizl f(x) = 0 et & sa courbe représentative dans un

repere cartésien (0,1, j).

Dans ce qui suit le procédé qu’il faut suivre pour déterminer la branche infinie au
voisinage de +o.

/7

& Si lim I

X — +oo x

= o0, alors la courbe % admet une branche infinie de direction

asymptotique celle de (O, ; ) au voisinage de +co.
Si gim L%

X — too x

X/
L X4

= 0, alors la courbe % admet une branche infinie de direction

asymptotique celle de (O, i) au voisinage de +o.
. .. flx) _
Silim

=a (a # 0), alors deux cas peuvent se présenter
X — +0o x

X/
L X4

e Silimf(x)—ax =b (bOR) alors la droite d’équation y = ax + b est une

X — too

asymptote a la courbe % au voisinage de +o.
e Si lim f(x) — ax = £ alors la courbe % admet une direction asymptotique celle

X — +oo

de la droite d’équation y = ax au voisinage de +oo.

T —
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Remarque
Dans le cas o lim f(x) = xoo, I’étude de la branche infinie se fait de la méme facon.

X - —0

lll. Continuité et limite d’'une fonction composée

1. Continuité de la composée de deux fonctions

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et g une
fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant f(a).

Si f est continue en a et g continue en f(a) alors la fonction gof est continue en a.

Démonstration :

Soit € > 0, montrons qu’il existe a > 0 tel que pour tout x 01

|x - a| <d = |gof(x) - gof(a)| <eg

g est continue en f(a) donc il existe 3 > 0 tel que pour tout y O J
|y = fla)| <B=|g(y)-g(f(a))] <t (¥

f est continue en a donc il existe a > 0 tel que pour tout x [0 1
jx—a| <a=|f(x)-fla) <P (*%)

soit x (0 I tel que |x - a| < a alors d’apres (**) |f(x) - f(a)| <p

Et d’apres (*) |g(f(x)) - g(f(a))| < ¢ (en prenanty = f(x))

ou encore |gof(x) - gof(a)| <eg cqfd

Conséquence

Soient f et g sont deux fonctions.

[ continue sur un intervalle I
g continue sur un intervalle J = gof continue sur I
f(r)ad

Remarque : Si J = R alors la troisieme condition devient inutile.

Exercice 1

Soit A la fonction définie sur R par : A(x) = sin(x® — 3x).
Montrer que A est continue sur R.

Solution

Posons f(x) = x> =3x. On a :h(x) = sin(f(x)) = (sinof )(x) donc h = sin of
La fonction f est une fonction polynome donc elle est continue sur R.

La fonction sinus est continue sur R.
La composée de deux fonctions continues sur R est une fonction continue sur R.
Donc A est continue surR.

T —
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Exercice 2

Soit F' la fonction définie sur ]0, 2[ par :F(x) = Tan (Qj

Montrer que F est continue sur ]0, 2[.

Solution

Posons f(x) = %T et g(x)=Tanx.

On a : Pour tout x 01 =]0,2[ ; F(x) = Tan(f(x)) = g(f(x)) = (gof (x) = F = gof

e f est continue sur ]O, 2[ (restriction d’'une fonction polynéme).
. T T
* g est continue surdJ = }—E ,E[

e x0] - 0<x<2 - -1<x-1<1 —]—2-[<f(x)<]—2-[-:» f(x)Od
Donc f(I) O J

Les trois conditions sont réalisées donc F' = gof est continue sur ]0, 2[

2. Limite de la composée de deux fonctions

Théoréeme (Admis)
Soient f et g deux fonctions.
Si lim f(x) =b et lzm g(x) = c alors lzm(gof)(x) =c¢ (a, b et c finis ou infinis)

xX—-a

Exercice
Déterminer dans chacun des cas suivants la limite de A(x) quand x tend vers a
. (1
1. h(x)=xszn(—j a = +oo
X

cos((x—1)2) -

2. h = =1
(x) -1 a
Solution
1. Posons f(x) = 1 et g(x) = Sin X
1
sm(j (F(x)
Pour x Z0 on a: h(x) = 1x S”;,( ) =g(f(x)) =(gof )(x) = h = gof
x
On a: lsz(x)—lzml—o et lzmg(x)—lzmsmx=1
X — oo X -t X
Donc d’apres le théoreme précédent lim h(x) = lzm gof(x) =1

X — too

P .
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2.Posons f(x) = (x -1} et glu) =50
cos(f(x)) -1

(f(x))
1-cosx

1
T 7 —_1)2 = ; =lim—-——— = _
On a: éf?} f(x) = ézfr%(x 1) 0 et éll?(?), glx) {CZII’(I), = 5

Pour x #0on a: h(x) = =g(f(x)) = gof(x) = h = gof .

Donc limf h(x) = lin} gof(x) = %

IV. Limites et ordre

Théoreme (Rappel)
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en un point alll.
On a l'implication suivante :

{f admet une limite 1 en a (10 R)

[=20
PourtoutxDI\{a},f(x)ZO =

Démonstration

Supposons que [ <0
l

On pose s=ﬂ=——>0
2 2

lim f(x) =1 = 1l existe a > 0 tel que pour tout x [/ \{a} ;

0<|x—a|<0(:>|f(x)—l|<€

Donc pour tout xD]a—O(,a+0([ etx #a on a |f(x)—l|<£
f(x)-l<e = —e<f(x)-l<g = é<f(x)—l<—é:>f(x)<é<0:>f(x)<0

ce qui est en contradiction avec 'hypothese (Pour tout x 071 \ {a} , f(x)=0)

Donc notre supposition est fausse d'oul = 0. cqfd
z\ On peut avoir [/ = 0, méme si on a f(x) > 0 pour tout x [0 \{a} }

Théoréeme de compatibilité avec I'ordre
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en un point

alll.

) Pour tout x 07 \{a}; f(x) < g(x) 1 D
SRR e s AR o Baain)eiiam  Gow  UE

X -a X -a

Ce résultat reste valable lorsquex - a*, x - @ ou x — ©

Démonstration
I1 suffit de considérer la fonction A = g — f et appliquer le théoreme précédent.
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Conséquence

Soient a, b et 1 trois réels.
Si lim f(x) =1 et pour tout x DI\{a} ; a<f(x)<b alors [ D[a,b].

X —-a

Remarque : On peut avoir [ =a ou l =b méme si a < f(x) < b pour tout x [J \{a}.

Théoréeme (des gendarmes)
Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en un
point alll.
= Pour toutxDI\{a} ; f(x) < h(x) < g(x) i i ;
Lon a:y i fix) = lim g(x) = L OR s g (%) =

Ce résultat reste valable lorsquex - a*, x - a” ou x —» ©

Démonstration

Soit € > 0, montrons qu'il existe a > 0 tel que pour tout x O 1,
0<|x—a|<0(:>|h(x)—l|<8

lim f(x) =1 = il existe a, > 0 tel que pour tout x J 1,0 <|x—a| <a, :>|f(x)—l| <eg

X —-a

Donc PourtoutxDI,O<|3c—a|<0(1 =>1l-e<f(x)

lim g(x) =1 = il existe a, > 0 tel que pour tout x 0 7,0 <|x—a| <a, :>|g(x)—l| <Eg

X —-a

Donc PourtoutxDI,O<|x—a|<O(2 = g(x)<l+¢
Posons o =inf(a,,a,)
0 <|x—a| <a,

(cara<a, eta<a,)
0<|x—a|<0(2

SoitxDItelqueO<|x—a|<O(, donc {

Dou l-e<f(x) et g(x)<l+eg
En plus on a : pour toutxDI\{a} ; f(x) < h(x) < g(x) ce quipermet de dire :
PourtoutxDI\{a}, 0<|x—a|<0(:>l—s<h(x)<l+€

ouencore O<|x-a/<a=]|h(x)-<e cqfd
Exercice
Soit la fonction f la fonction définie sur [1, +00[ par : f(x) = xosmx
2x + cos x
1) Montrer que pour tout réel x =21 ; x-1 < f(x) < x+1
aner BTN A

2) En déduire la limite de f en +co.
Solution
1) On sait que pour tout réel x 21 ona: -1<sinx<1donc -1<-sinx<1

-1<-sinx<1l e x-1<x-sinx<x+1

De méme,ona: -1<cosx <1

-1<cosx<1 = 2x—-1<2x+cosx<2x+1 = 1 < 1 < 1

2x +1 2x+cosx 2x-1
Pour x =21 on a:
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0<x-1<x-sinx<x+1

x -1 x+1
= < x) <
< 1 < 1 < 1 2x +1 fx) 2x -1
2¢+1 2x+cosx 2x-1
- +
Pourtoutréelle;x 1Sf(x)_x 1
2¢ +1 2x — 1

2) On a:
) x -1 ) x+1 ) X 1
lim =lim =lim — ==
xote 2 +1 xotex -1 x-ote2x 2

Donc d’apres le théoreme précédent lim f(x) = %

Conséquence

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en un point
alL

. Pour tout x 071 \{a},|g(x) < f(x) : . _
Sion a: lim f(x) = 0 alors izyazg(x)—o

Ce résultat reste valable lorsquex - a*, x - a” ou x —» ©

Exemple
Montrons que lim SIMY ~
X — +oo x

s ] 1

Ona xOR, smx| <1donc 2 < =
x ||
. .1 : J
Et puisque lim H = 0, on peut conclure que lim S _
x>t |x X — +oo X

Théoréme
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en un point
alL

) Pour tout x 07 \{a}, f(x) < g(x) _ ~
Siona: lim f(x) = +o alors ilyg g(x) = +oo

X -a

Ce résultat reste valable lorsquex - a*, x - @ ou x — ©

Démonstration
lim f(x) = +0 = Il existe a >0 tel que Dx 01,0 <|x —a|<a = f(x)>1>0

DxDIﬂ]a—O(,a+O([\{a},0< 1 < 1
glx) f(x)
On a: 1
lim =0
xaaf(x)
Alors lim . =0. En plus g(x) >0 dans In]a—O(,a+0([\{a}
xaagx
Donc lim g(x) = +o. cqfd

X -a
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Théoreme

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en un point

alll.

Pour tout x O 1 \{a} , f(x) < g(x)

Sion a :{limg(x) = —00

X -a

Ce résultat reste valable lorsquex - a*, x - @ ou x — ©

alors

lim f(x) = —o

X ->a

Démonstration

lim g(x) = —o0o = 1l existe a >0 tel que Ix 0,0 <|x —a|<a = g(x) <-1<0

X -a

DxDIm]a—O(,a+O([\{a}

On a:

lim 1 =0
xaag(x)

Terminer la démonstration.

Exercice

.1 . (1
Montrer que lim — + sin (—j = +oo
=0 x X

" g(x)

1
<

f(x)

<0=>0<-

1 1
S —_—
f(x) g(x)

V. Image d’un intervalle par une fonction continue

Théoreme (Rappel)

L’image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle

Théoréme des valeurs intermédiaires (Ra

Soit f une fonction continue sur

un intervalle 1.

Soient a et b deux réels de 1

tels que a <b.

Pour tout réel A compris entre

f(a) et f(b), il existe (au moins) un
réel ¢ [ [a, b] tel que f(c) = A.
Autrement dit, 'équation f(x) = A
admet au moins une solution dans
l’intervalle[a, b] .

Cas particulier

Si f(a)Of(b) <0 alors I'équation
f(x) = 0admet au moins une solution

dans l'intervalle ]a, b[ .

4 La droite d'4guation v = A

coupe la courke da f an
mMolng en un point

Remarque

Si f est strictement monotone sur l'intervalle I alors c est unique.
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Exercice

1) Montrer que I'équation x° + 2x +1 = 0 admet une solution o dans l'intervalle ]—1, 0[

2) Vérifier quea est la seule solution réelle de cette équation.
3) Donner une valeur approchée de o a 107" pres.

Solution

Posons f(x) =x* +2x +1
1) f continue sur R (fonction polynome) et en particulier sur [—1, 0] . En plus
f(-1)F(0) =(-2)x1 =-2 <0 donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans l'intervalle ]—1, 0[ .

2) f est dérivable sur R (fonction polynéme) et pour tout réel x on a :
f'i(x)=3x>+2>0 = f est strictement croissante sur R.
Donc a est I'unique solution réelle de I'équationf(x) = 0.

+ Calculons f (—%) car (—é centre de l'intervalle ]—1, O[j
1 1)’ 1 1 1
-—|=|-=| +2|-=|+1=-=<0.0 : f(0 -—|<0=a0 |-
f(zj(zj (2j g ﬂw(zj - }
. 1 1 . 1
+ Calculons f (—Zj car [—Z centre de l'intervalle }—E,OD.
3
(2 o2
4 4 4 64

On a: f(—ij[f(—%)<0:aﬂ}—é,—i{
1

N | =

i

1
% Calculons alors f (— §j car 2 4 _ —§
8 2 8
3
(8o (2] o 2)ore e o]
8 8 8 512 2° 8
_1_3
@ cakumnsf(—llj car —2 8_-_T1/
16 2 16

3
fﬂuzjzpuzj+2(E1J+1:—M3—&%4+MM6>0
16 16 16 4096

7 1 1 7
-— -——|<0=a0l |-—,-—
r(56)r(-3) om0 )55
SN P by = 1 < 0,1donc tout réel de l'intervalle _1 s _ T est une valeur
16 2 16 2" 16
approchée dea a 107" pres.

Cette méthode est appelée Méthode de dichotomie
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Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert 1.
Si f ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur I.

Démonstration
Supposons que f ne garde pas un signe constant sur I alors il existe deux réels a et b de

I tels que a <b et f(a)f(b)<O0
{f continue sur [a,b] = il existe ¢ J ]a,b[ tel que f(c) =0
f(a)Of(b) < 0

Ce qui est en contradiction avec I'hypothese.

Théoreme
L’image d’'un intervalle fermé borné [a,b] , par une fonction continue, est un intervalle

fermé borné [m,M] .
m est appelé le minimum de f sur[a,b], on note m = min f

M est appelé le maximum de f sur[a,b] ,on note M = max f

m O[m, M) = f ([a. ]) = A F (e, 8]) = [m, M]%
= il existe a O[a,b] tel que f(a) =m % /\ %
M O[m,M] = f ([a,b]) % f(b) %
= il existe B O [a,b] tel que f(B) =M % fla) |- / %
On dit que la fonction f est bornée et % %
qu’elle atteint ses bornes. = =

= 0@ 8 b E

VI. Image d’un intervalle par une fonction monotone

Théoréme (Admis)
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b[ (b fini ou infini).

¢ Si f est croissante et majorée sur [a,b[ alors f admet une limite finie en b.
+Si f est croissante et non majorée sur [a,b[ alors ftend vers +o en b.
% Si [ est décroissante et minorée sur [a,b[ alors f admet une limite finie en b.

% Si f est décroissante et non minorée sur [a,b[ alors ftend vers —o en b.

Exercice
Soit f une fonction définie et croissante sur R, telle que pour tout entier naturel n,

f(n) = n+l1. Etudier la limite de f en +oo.

P : 16
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Solution
Montrons que f n’est pas majorée, pour cela il faut montrer que pour tout réel positif M,

il existe x O R, tel que f(x) > M.
Soit M > 0. Posons x = E(M) ON (partie entiere de M)
Ona f(x)=x+1=EM)+1>M.

f est croissante et non majorée donc lim f(x) = +oo

X — +oo

Images d’intervalles par une fonction monotone

Dans ce qui suit, a et b sont deux réels et f une fonction définie sur I'intervalle 1.

X — +oo X — +oo

(D f croissante sur I f décroissante sur I
f([a.8]) |[f(a), F(b)] [£(b), f(a)]
Fllael) | [reatim reaf | Jaim oo, fa)]
la.t]) | Jiim reorpo)] || e tim pe)
Ja, b[) lglj? f(x), llm f(x)[ lim f(x), fﬁ’? f(x)[
[

lim f(x), f(b)] £(b), lim f(x)[

X — —00

[
Jiim
fla), lim f(x)[ }lzm f(x), f(a)}
[
}

l”? f(x), lim f(x)[

x-a' X — +oo

1L

)
)

la.+[) | \aim, fex, tim fex)]
)

lim f(x), lim f(x)[ }lzjvbl f(x), lim f(x)[

X — —00

Remarque : L'image d’un intervalle par une fonction strictement monotone est un
intervalle de méme nature.
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