Cours de terminales Probabilités sur un ensemble fini Mr ABIDI F.

I- Rappel
I-1. Types de tirages :

Soit un ensemble fini E contenant n éléments. On considére 1'épreuve suivante : "
tirer p éléments de E ".

Type de tirages | Ordre Répitition d'éléments | Dénombrement
Successifs On tient compte | Un élément peut étre | P
avec remise de I'ordre tiré plusieurs fois
Successifs sans | On tient compte | Un €lément n'est tir€ | AP =n(n—1)...(n—p+1)
remise de I'ordre qu'une seule fois
simultanés L'ordre Un élément n'est tiré AP

n'intervient pas | qu'une seule fois Co= p?

[-2. Vocabulaire :
Soit Q2 l'univers d'une exprérience aléatoire .
On écrit Q= {w,,,....,0,} ot chaque o, est une des n issues de cette expérience

aléatoire .
e Un événement est un sous-ensemble de Q .
e Une probabilité P définie sur & (€2) est une application de & (Q2) dans [0, 1]
vérifiant les deux axiomes suivants :
- PY)=1;
- Pour tous événements A et B incompatibles (AnB=0) ,ona:
P(AUB) =P(A) + P(B).

Remarques :
1. Onnote A I'événement contraire de A et on a:
ANA=0 et AUA=Q.
On dit que (A , A) est un systéme complet .
2.Onditque (E, , E, ,E; ) estun systéme si et seulement si :

E,NE,=E,NE,;=E;NE, =J etE,UE,UE, =Q .

Propriétés :

Soit A et B deux événements .

1. P(A)=1-P(A) et P(0)=0.

2. P(A\B)=P(A)-P(ANB) .

3. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) .

4.S1(E, , E, ,E; ) estun systeme complet alors pour tout événement B
P(B)=P(BNE,)+P(BNE,)+P(BNE,) .

5. Lorsque P {o, }= 1 , on dit que P est la probabilité uniforme ou I'équiprobabilité
n

Card(A) Card(A)

etdans cecasla: P(A)= =
Card(Q?) n




Cours de terminales Probabilités sur un ensemble fini Mr ABIDI F.

Exercice 1:

Un sac contient 13 jetons indiscernables au toucher : 3 jetons noirs marqués A , B et
C et 10 jetons blancs numérotés de 1 a 10 . On considére les événements suivants :
R :" obtenir les 3 jetons noirs parmi les 5 jetons extraits "

S : " obtenir le jetons marqué C parmi les 5 jetons extraits "

T : " obtenir au moins un jeton noir parmi les 5 jetons extraits "

Calculer la probabilité de chacun des événements R, Set T .

Solution :
Un tirage correspond au choix de 5 jetons parmi les 13 jetons se trouvant dans le sac .

Donc : Card(Q)= C;, =1287 .

32 4
pRy= SCin_ 45 pgy_ Ch _ 495
1287 1287 1287 1287
- 5
P(S)zl_P(S): 1_&:@ .
1287 1287

Exercice 2 :

Une urne contient 12 boules indiscernables au toucher : m boules blanches et n
boules noires ( m et n sont des entiers naturels non nuls ) .

1° On tire successivement et sans remise 2 boules de I'urne .

Déterminer les couples (m , n) pour que la probabilité p d'obtenir 2 boules de couleurs

différentes soit égales a % .

2° On prend désormais : m =8 et n=4.
On tire successivement et avec remise 3 boules de l'urne .
a) Calculer la probabilité p' d'obtenir exactement une boule blanche .
b) Calculer la probabilité p" d'obtenir au moins une boule blanche et au moins une
boule noire .

Solution :

1° Le nombre de tirage possible est A7, =12.11=132.

Soit p la probabilité d'obtenir deux boules de couleurs différentes est :
mn n m_mn

1211 12°11 66

m+n=12
. m+n=12
Donc tous les couples (m , n) vérifient: < mn 16

D'ot m et n sont les solutions de I'équation : x>- 12x+32=0.

On obtient que : (m,n)=(4,8) ou (m,n)=(8,4).

2° a) La probabilité d'obtenir exactement une boule blanche lorsqu'on effectue trois tirages
successivement avec remise est :

_,mn’ 847 2

12° 12 9
b) I'événement " obtenir au moins une boule blanche et au moins une noire " est la réunion
des événements incompatibles " obtenir exactement une boule blanche " et " obtenir
exactement deux boules blanches ".

La probabilité cherchée est donc : p"=p'+ 3—-= %-‘rg = %
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I1- Evénements indépendants.
I- 1. Exemple :

On lance deux fois de suite une piece de monnaie non truquée.

L PP
p—" oo PF
P FP

Fooo~ e
""""""" Foooee. FF

ler lancer 2e lancer

La probabilité d'obtenir deux fois pile est donc égale a % .

Si on note les événements suivants :
A : " le résultat du premier lancer est pile "
B : " le résultat du second lancer est pile "
La probabilité d'obtenir deux fois pile est la probabilité de I'événement ANB .

1 1 1
P(AnB)=— ,or P(A)= = et P(B)= - .
(AnB)=2 ,or P(A)= et P(B)=—
On remarque donc sur exemple que : P(A~B)=P(A).P(B) .

I1-2. Définition :
On dit que les événements A et B sont indépendants si et seulement si
P(AnB)=P(A).P(B) .

Activité :

A et B sont deux événements indépendants .
1° Montrer que A et B ainsi que A et B sont indépendants .
2° A et B sont-ils indépendants ?

Exercice :

Un jeton est marqué du chiffre 1 sur une face et du chiffre 2 sur l'autre face .

Un dé cubique est marqué du chiffre 1 sur trois faces , du chiffre 2 sur deux faces et
du chiffre 3 sur une face .

On lance simultanément le jeton et le dé et on lit les chiffres qui apparaissent sur
chaque face supérieure ( a pour le jeton et b pour le dé ) .

1° Calculer la probabilité de chacun des six événements ¢lémentaires .

2° Trouver la probabilité des événements A :"a=b" et B:"a<b".

Solution :
1° Pour le jeton : P(1) =P(2) = % .
Pourle dé: P(1)= 1 PQ2)= 1 et P(3)= 1
' 27 3 6

Les résultats du dé et du jeton sont supposés indépendants .
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P((1,2))=P( (2,2>>=%
P((1,3))=P((2.3))= é .

2°P(A)=P((1,1))+P((2,2))= % et P(B) =

W | —

III-  Probabilité conditionnelle.
Activité :

On dispose de trois boites B, , B, et B, d'apparences identiques . Elles contiennet
respectivement un, deux et trois papiers ; dans chaque boite un seul papier est marqué.
Une partie consiste, pour un joueur, a désigner au hasard une boite et a tirer é¢galement
au hasard un papier de cette boite.

Si le papier est marqué le joueur recoit un cadeau.
1. Quelle est la probabilité de tirer le papier marqué sachant qu'il provienne de B, ?
Sachant qu'il provienne de B,? Sachant qu'il provienne de B, ?

2. Déterminer la probabilité que le joueur regoit un cadeau.

1° Désignons par A :" le papier tiré est marqué ", par B;: " la boite désignée est B," et par
E,: " tirer le papier marqué sachant qu'il provient de B;" avec ie {1,2,3} .
1
B,— AnNB,

1/3
1/3 12
» B, » ANB,
1/3
1/3
B,——» AnNB,
Il en résulte que : P(E,)=1, P(E,)== et P(E;)=—

3
1 1 11 1 11 1
et: PIAnB)=1.—=— , P(AnB,)=——=—, PANB;)=——=—.
(ANB)=1.3=1 (ANB,)=3.0=¢ (AnB)=33=3
Donc P(A)=l+l lzﬂ
3 6 9 18
Définition :

On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, ou A est un événement de
probabilité non nulle, la probabilité que 1'événement B soit réalisé sachant que A est
réalisé.

Onnote: P(A|B)= PAANB)

P(A)

Exercice 1:
On dispose d'un dé cubique et homogene dont les face sont numérotées : -1,-1,-1,
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0, I et 1. On jette ce dé deux fois de suite et on note a chaque fois le numéro de la
face supérieure.
1° Déterminer la probabilité de chacun des événements A et B suivants :

A "les deux numéros sont différents"

B :" la somme des deux numéros obtenus est égale a 0".
2° Soit C I'événement défini par "les deux numéros obtenus sont différents sachant
que leur somme est nulle". Calculer P(C).

Corrigé:
11 suffit de dresser un tableau.
— P(AnB) 12
1°P(A) = 1-P(A) = 1L by - 13 2 p(c)=p(afp) = HACE) 12
18 36 P(B) 13
Exercice 2:

1. On dispose d'une urne U, contenant 3 boules rouges et 7 boules noires. On extrait
simultanément dexu boules de cette urne ; on considere que tous les tirages sont
équiprobables.

a) Quelle est la probabilité¢ p, que les deux boules tirées soient rouges ?

b) Quelle est la probabilité p, que les deux boules tirées soient noires ?

c) Quelle est la probabilité p, que les deux boules tirées soient de méme couleur ?

d) Quelle est la probabilité p, que les deux boules tirées soient de couleur

différentes ?

2. On dispose aussi d'une deuxiéme urne U, contenant 4 boules rouges et 6 boules
noires. On tire maintenant deux boules simultanément de 1'urne U, et une boule de
l'urne U, ; on suppose que tous les tirages sont équiprobables. On considere les

événements suivants :
R : " les trois boules tirées sont rouges "
D : " les trois boules tirées ne sont pas de la méme couleur "
B : " la boule tirée dans U, est rouge ".
a) Calculer P(R).
b) Quelle est la probabilité de tirer trois boules de méme couleur ?
c) Calculer la probabilité conditionnelle P(B|D) .

Solution :
1°a) p1=%=% ; b) p2=i—;=% ;) p3=p1+pz=% ; d) p4=1—p3=%-
12 2 73 7 — 23
2 PR)= o s=o : DPN= s o P(D)zP(R)+P(N)=%.
C)P(D)ZI—P(B)=% ,P(BGD)=§(p2+p4)=% doncP(B|D)=%.

Exercice 3 :

On dispose de deux urnes A et B.

A contient 5 boules blanches et 3 boules noires

B contient 2 boules blanches et 6 boules noires.

On choisit 1'une des deux urnes et on extrait une boule au hasard. On consideére les
événements suivants :

A : " l'urne choisie est A" et N :"laboule tirée est noire ".



Cours de terminales Probabilités sur un ensemble fini Mr ABIDI F.

1° Calculer P(A), P(K) ,P(NJA) et P(N‘K) :

2° Calculer P(NNA) .

3° En écrivant N = (NmA)u(NmK) , calculer P(N) puis P(ﬁ) .
4° On a constaté que la boule tirée est noire.

a) Quelle est la probabilité pour qu'elle soit tirée de A ?
b) Quelle est la probabilité pour qu'elle soit tirée de B ?

Solution :

1

1°P(A)=P(a) =3 : P(N|A)=§ et P(N‘K):%:%.

2°P(NNA)= P(A).P(N|A)=%
3° PN) = P(N A)+ PN &)= P(A).P(N|A )+ (A P(N[A)- % +% = %
N)=1-pPN) =
p(N)=1 P(N)= -
o _PAnN) 1. AIN)=1- _2
4° a) P(A[N)= TR b) P(A|N)=1-P(A|N) =

Conséquences : Soit un événement de probabilité non nulle.

1. Principe de probabilité composée : P(A ~B)=P(A).P(BJA)

2. Principe de probabilité totale :
P(B) = P(BNA)+P(BNA)=P(A)P(BIA)+ p(a)p(Ba)

Si(E,,E, ,E;) estun systéme complet alors
P(B)=P(BNE,)+P(BNE,)+P(BNE,)= P(B).P(BIE, )+ P(B).P(BE, )+ P(B).P(BE, )

Exercice 4:
Une urne A contient 2 boules rouges et 3 boules noires, une urne B contient 3 boules
rouges et 2 boules noires .
On tire au hasard une boule de l'urne A :
- sielle noire, on la place dans l'urne B
- sinon, on I'écarte du jeu .
On tire au hasard ensuite une boule de I'urne B.
On considére les événements suivants :
R, :" la boule tirée de A est rouge " ; N,:"laboule tirée de A est noire "

R, :" la boule tirée de b est rouge " ; N,:"laboule tirée de B est noire "
1° a) Calculer P(R,) et P(N,).
b) Calculer les probabilités des événements R,[R; et R,|N, .

En déduire que : P(R,) = i—g .
c) Calculer P(N,) .

2° On répéete n fois 1'épreuve précédente en supposant que les différentes épreuves
sont indépendantes.
Quel est le nombre minimum d'épreuves doit-on effectuer pour que la probabilité p,

d'obtenir au moins une fois une boule rouge de 1'urne B soit supérieure a 0,99 ?
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Solution:
o 2 3 3 1
! a)P(Rl):g ; P(Nl)zg' b) P(R2|R1):§ ; P(R2|N1):E :
27
P(R,)=P(R, "N,)+P(R, NR,)= P(Nl)-P(R2|N1)+P(R1)'P(R2|R1)=% '
23
c)P(N2)=1—P(R2)=% :

2° pn=1—(£j ;pn20,99<:>(£j SO,Ol@nZM ., dou n=6.

50 50 L 23

og%

Exercice 5:
On considere trois urnes U, , U, et U, telles que :

U, contient 2 boules rouges et 6 boules blanches
U, contient 3 boules rouges , 4 boules noires et 2 boules blanches .
U, contient une boule rouge et 4 boules blanches .
On lance une fois un dé cubique régulier dont les faces sont numérotées de 1 4 6 .
e Sile résultat est 1, on tire une boule de U, .
e Sile résultat est 2, 3 ou 5, on tire une boule de U, .
e Sile résultat est 4 ou 6, on tire une boule de U, .
1° a) Calculer P(U,), P(U,) et P(U,) les probabilités de choisir respectivement les
urnes U,, U, et U, .
b) Calculer la probabilité des événements suivants :
A,;: " la boule tirée est rouge et provientde U," , ou ie{l,2,3} .
2° a) Calculer la probabilité de 1'événement B : " la boule tirée est rouge " .

b) Sachant que la boule tirée est rouge, calculer la probabilité pour qu'elle
provienne de U, , ou ie{l,23} .

Solution :
1 3.1 2 1
1° a) P(Ul)zg : P(U2)=g=5 et P(U3)=g=§'
12 1 13 1 11 1
b) P(Al)—g-g—ﬁ, (Az)_EB‘E et P(A3)_§.g_E
2°2) P(B) = P(A,)+P(A,)+P(A;) = ;_(1)
b)P(UJB):M:i , P(U2|B):P(A2):E ot P(U3|B)=P(A3)=i_
P(B) 33 P(B) 33 P(B) 33
Exercice 6 :

Une urne contient 3 pieces équilibrées. Deux de ces piéces sont normales : elles
possédent une face « FACE » et une face « PILE ». La troisiéme est truquée : elle
posséde deux faces « FACE ».

On extrait une piece de ’'urne au hasard, puis on effectue des lancers successifs et
indépendants de cette picce.

On consideére les événements suivants :

A : «lapiéce extraite est normale » , A : «la piéce extraite est truquée »
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P : « on obtient PILE au premier lancer » ,
F :« on obtient FACE aux n premiers lancers ».

n

1. a) Calculer P(PNA) et P(PmK).

b) En déduire P(P).
I 1
2. Montrer que P(F, )= 5(2n—1 — lj :
3. a) Sachant qu’on a obtenu FACE n fois au cours des n premiers lancers, quelle est
la probabilité d’avoir extrait la piece truqué ?
b) Quelle est la limite de cette probabilité quand n tend vers +oo ?

Solution :
La) P(PmA)zg. .

b) P(P)= P(PNA) +P(PmA

3
2. P(F,)=P(F, nA)+P(F,nA =%(23_1 —1).
P(F,nA)

F,)= = ; b) lim P(AF, )=1

P(E,) 23_1 B Jm

3.2) P(K
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