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‘H4 — Analyse : Dérivabilité et fonction dérivée
C A 4 f Décembre 2009

A. LAATAQUI

3¢me Maths

.  FONCTION DERIVABLE — NOMBRE DERIVE

Soit f une fonction définie sur un intervalle ou sur une réunion d’intervalles deux a deux disjointseta € D f

Dire que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f en a est le réel L, revient a dire que le
f(a+h)-f(a)
h

taux de variation defen a, , admet pour limite finie L quand htend vers 0.

f(a+h)-f(a)_ lim f(x) - f(a)

Le nombre dérivé est noté f’(a) ,etona: f'(a)= h img H
X—a X-a

Ex : Soit la fonction f : x —— x 2 définie sur IR et a un réel quelconque.
Pourh=#0,0ona:

f(a+h)-f(a) (a+h)?-a?
h - h

t(h)= =2a+h.
Or h_l;m0 (2a+h)=2a.

Ainsi f est dérivableenaetf’(a)=2a.

AUTRE DEFINITION

f(a+h)-f(a)
h

Dire que la fonction h — a pour limite Len 0, revient a dire que :

f(a+hh)‘f(a) =L+¢(h),avec h'@O ¢(h)=0

pour tout h, proche de 0,

Cette écriture est
appelée
développement limité
alordreldef ena

c'est a dire f(a+h):f(a)+L.h+h.(p(h),avechlig0 o(h)=0

Ainsi ...

D

Dire que f est dérivable en a , et que son nombre dérivé en a est le réel L, signifie que

pour tout h suffisamment proche de O ( c' dire au voisinage de 0 ) , on peut écrire :
o
f(a+h)=f(a)+L.h+h.o@(h),ou @ estunefonction vérifiant hliglO o(h)=0
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Exercice :

Pourtouth,ona:(a+h)?=a?+2ah+h?2,

Enposant¢ (h)=h,on peutécrireh?=h o (h), (on a bien hliglO o(h)=0.
Ainsi(a+h)?=a?+2a.h+h.p(h), avec hIiglO o(h)=0.

On retrouve que la fonction f de I'exemple précédent est dérivableenaetque f’(a)=2a.

Rem : ( dérivable entraine continue ...)

Lorsque f est dérivable ena,h_I;m0 f(a+h)=f(a)
Eneffeth_I;mO (Lh+h.p(h))=0..

Il. QUELQUES APPLICATIONS

A) TANGENTE EN UN POINT

Un peu d’intuition ... y Cf
Soit M le point de Cf d’abscissea + h .

Le coefficient directeur de la droite (AM ) est :

f(a+th)-f(a) B s
h

NS
Géométriquement, la tangente a Cf au point A

se concoit comme la droite « position limite »

des sécantes ( AM ) lorsque M tend vers A en

restant sur la courbe . S

Si f est dérivable en a, la « position limite » de
ces sécantes a pour coefficient directeurf’(a),
et passe parA

T admet une équation de la forme
Si f est dérivable en a, la courbe Cf admet au pointA(a;f(a))une y=f'(a)x+p

tangente T de coefficient directeurf’(a).

7

de plus elle passe par A(a;f(a))
Une équation de la tangente en ce point est :

y=f"(a)(x-a)+f(a)
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Cas particulier important :

e Sif’(a)=0,Cfadmet au point d’abscisse a une tangente paralléle a I'axe des abscisses
( tangente horizontale ) d’équationy=f(a).

* Sip _I;m0 flax hh) -f(a) =+ (ou —o) , fn’est pas dérivables en a, mais Cf admet une tangente

paralléle a I'axe des ordonnées ( tangente verticale ) d’équation x = a.

B ) APPROXIMATION AFFINE LOCALE (admis)

Supposons que f soit dérivable en a . Ainsi on peut écrire f(a+h)=f(a)+f’(a). h+h .o (h), avec
h-dimg ¢ (h)=0

De plus la tangentea CfenA(a;f(a)) apouréquation y=f’'(a)(x—a)+f(a)

On considere M et M’ deux points d’abscissea+ h , telsque M € Cfet M’ e T.

M e Cf,doncym=f(a+h) M eT,doncyw=f(a)+hf’(a).

T semble proche de
Cf autour du point A

Ainsi M'M =f(a+h)-f(a)-hf’(a)=h.o(h).

Si h est proche de 0, alors les points M et M’ sont proches 'un de l'autre et f(a+ h) est prochedef(a)+
hf’(a)

On dit que la fonctionh — f(a)+hf’(a)estla

meilleure approximation affine de la fonction :

f(a)+hf’(a)

i

i

h— f(a+h)auvoisinagedeO.

Enremplagantf(a+h)parf(a)+hf’(a), oncommet

une erreur égaleaho(h).

Remarque :

e Ladistance MM’ mesure la valeur absolue de I'erreur commise.

e Une autre droite passant par A fournirait une autre approximation affinedef(a+h),
mais celle donnée par la tangente est la meilleure. ( admis ...mais intuitif )

Exercice :

Le nombre dérivé de la fonction f:x ——x2enunréelaest f'(a)=2a
Au voisinage de 0,onadonc (a+h)2~a%+2ah
Par exemple, (3,01)2=(3+0,01)?

Ainsi(3,01)2~9+2x3x0,01, soit(3,01)2~9,06
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Dans ce cas il est possible de déterminer I’erreur commise ; elle est de h 2, c'est a dire 0,0001 .

C) UN PEU DE PHYSIQUE : INTERPRETATION CINEMATIQUE DU NOMBRE DERIVE

Un mobile ponctuel se déplace sur un axe.
Onnoted (t), la distance qu’il a parcourue a l'instant t . ( loi horaire)

Comme vous I"avez peut-étre vu en physique, la vitesse instantanée du mobile a I’ instant to est lalimite des
vitesses moyennes

d(t0+hr3'd(t°) lorsque h tend vers0 .

Il s’agit du nombre dérivée en to de la fonction d .

Remarque :

On retrouve ces résultats dans d’autres domaines scientifiques...

f(a+h)-f(a)
h
certain intervalle ( débit moyen , co(it moyen de production ...).

Le taux de variation mesure en général la variation moyenne d’une grandeur sur un

Le nombre dérivé, lui, est une mesure instantanée ( débit instantané , co(it marginal ...) .

lll. FONCTIONS DERIVEES

A ) DEFINITION

Par extension, f est dérivable sur [a,b] veut dire que f est dérivable sur Ja,b[ et que f est dérivable adroite en a et
gaucheenb.

On dit qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle | (| < Df) si pour

tout x appartenant a |, le nombre dérivé de f en x existe .
Par abus de langage, on dit

La fonction dérivée de f sur | est la fonction , notée f’, qui, atout xde |, | que f’est « la dérivée de f »
associe leréel f’ (x) .

Cette définition s’étend a une réunion d’intervalles disjoints.

Exercice : La fonction f : x — x 2 est définie et dérivable sur IR et sa fonction dérivée est f’:x —2x
On appelle ensemble de dérivabilité de lafonction f , I’ensemble sur lequel la fonction dérivée f *est
définie.

Cet ensemble ( noté Df ’ ) est toujours inclus dans Df .

B ) DERIVEES DE QUELQUES FONCTIONS DE REFERENCE
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fonction f fonction dérivée f’ ensemble de
dérivabilité

f:x—k (kelR) f:x—0 IR Cette fonction n’est
pas dérivable en 0

fix—x flix—1 IR

f:X—f\/;( _ 1 10;+0]

f'.X—>2_\&

Preuve : ( on choisit toujours h , au voisinage de 0 et de telle sorte que f ( a + h ) soit définie ...ce que I'on
ne définira pas a chaque fois)

1) Soita € R.

f(a+h)-f(a) k-k
h " oh

Pour h#0,0na: t(h)= =0,donch_I;m0 t(h)=0

Ainsi f est dérivableenaetf’(a)=0, ce quiest vrai pour tout réel a ...

2) SoitaeR.

f(a+h)-f(a)=a+h-a

Pour h=#0, t(h)= H H

=1,donch_I;m0 t(h)=1

Ainsi f est dérivableenaetf’(a)=1, ce quiest vrai pour tout réel a ...

3)
Sia>0.
pour h=0, t(h)=F@*h)-T(a)_Jarna_Warhva)(Jarnida) 1
our , - h - h - hx( a+h+ a) - a+h+J§

. ) 1
Orh_I;m0 \/a+h=\/5,donch_I;mO t(h)=m
Sia=0

) o1 ' . iensr o o 1L
Pour h > 0, t(h)= h _\/Fm' onc , _lim, t(h)=+o0 (cequibiens(rn’est pas un rée )\/ﬂ

Donc f n’est pas dérivableen 0.

IV. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

A ) SOMME , PRODUIT ...

D représente un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints .
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Soit u et v deux fonctions dérivables sur D et k un réel, alors :

e J|esfonctionsku,u+vetu.vsontdérivablessurD et:

(ku)’=ku’ , (u+v)’=u’+v’ et (u.v)’=u’.v+u.v’

. . . 1 u L
e sipourtoutréeladeD,v(a)=#0,les fonctlons; et v sont dérivables sur D et :

’
1) _ v u) _u.v-u.v'
v vz " o\v v2

Preuve :
1) Soita e D

(ku)(a+h)-(ku)(a)_ k><u(a+h)—u(a)

P h h)=
our h#0, t(h) H h

,donch_I;m0 t(h)=ku' (a)

Ainsi ku est dérivableenaet(ku)’(a)=ku’(a), ce quiestvraipourtouta eD..
2)
Soita e D

(u+v )(a+h)-(u+v)(a) u (a+h)-u(a)+v(a+h)-v(a)
h B h h

Pour h=#0, t(h)=

Oruetvsontdérivablesena,donch_l;m0 u (a+hh)-u(a)=u,(a)

eth—llmo v(a+r;])-v(a)=v,(a)

Ainsiu +v estdérivableenaeth_l';m0 t(h)=u’(a)+v’(a)

Onendéduitque(u+v) (a)=u’(a)+v’(a), cequiestvraipourtouta D ...

3)

SoitaeD

Pour h#0,

t(h):(uv)(a+hh)-(u v)(a)=m: u(a+hh)-u(a)v(a+h)+v(a+hh)-v(a)u(a)

Or u et v sont dérivables ena, donc |, _lim, U‘(a-|-hh)_u(a)=u’(a)eth_I;m0 v(a+hh)-v(a)=v,(a
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De plus h_l;m0 v(a+h)=v(a)..

1 1

4) SoitaeDpourh=0,t(h)=

v(at+h)-v(a)
h

Or v est dérivable en a, donc h_l;mo =v’'(a)

Deplush_l’;m0 v(a+h)=v(a)

h " hv(a)v(a+h)

v(a+h) v(a) wv(a)-v(a+h) v (a+h)-v(a) 1

h “V(@)v(a+h)

5) —=ux=
v
B) CONSEQUENCES: denouvelles formules a retenir
fonction f fonction dérivée f’ ensemble de dérivabilité
fix — x2 flix— 2x IR
fix— x3 f/ix — 3x° IR
f:ix— x" (nelN") frox — nx"? IR
f: £ :
X - X —=3 ]-0;0[U]0;+xo]
1 2 ]_OO;O[U]O;"'OO[
f:X—»; f’.X—»—F
1 ) n ]=0;0[U]0;+ o]
f:X—»X—n(neIN ) flix———7
Remarque : Pourx;to,onain=x_”=xm et —Xn—r11=(—n)x_”_1=...=mxm_1 (avecm=-n)
X

Ainsi la dérivée de f : x — x" est vraie pour tout entier n ( en n’oubliant pasx#0sin<0)

C) POLYNOMES ET FONCTIONS RATIONNELLES
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Exercice : deg (P')=deg(P)-1
sideg(P)>0

e Soit P le polynéme définie sur RparP:x —-3x>+5x2—x+
P est une somme de fonctions dérivables sur IR, donc P est-dérivable sur IR et pour tout réel x :

P’ (x)=3x3x2+5x2xx—-1+0=9x2+10x-1

Toute fonction polyn6me est dérivable sur IR

2x2+1
x-1

e Soit f la fonction rationnelle définie par f: x —

i u .
Onpeut écriref=—oU u:x —2x2+letv:x—x-1
v

Onav(x)=0<x =1, ainsi Df = IR— {1}

u et v sont dérivables sur IR donc sur IR—{1} et v ne s'annule pas sur IR—{1}, donc f est dérivable sur R—{1}e

pourtoutx#1,ona:

f,(x)_u'(x)v(x)-u(x)v'(x)_4x(x-1)-(2x2+1)_4x2-4x-2x2-1_ 2x2-4x-1
) (v(x))? ) (x-1)2 ) (x-1)2 C o (x-1)?2

Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

V. DERIVEEDEf:x — g(ax+b) (admis)

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle | .

Pour tout réel x, telqueax+b €|, lafonctionf:x —g(ax+b)estdérivableet: f’(x)=ag’(ax+b)

Exercice :
Soit f la fonction définie parf:x —/ 3x+6
3x+62>20<x2>-2,ainsiDf=[-2;+ o]

Pour tout x > -2, on peut écriref (x)=g (3 x+6)ougestlafonction racine carréeg:t —»\ﬁ

WY . A VIDLL @ LL.llo
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1
La fonction g est dérivable sur]0; + o [ et pourtoutt>0, g’(t)= 2—\/:[

Ona 3x+6>0&x>-2

3
Ainsi f est dérivable sur]-2; + o [ et pour tout x >—2 :f’(x)=2

3x+6
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