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[ Série d'exercices *** 3fmeM 1 Lycée Secondaire Ali Zouaoui J

Rotations " Hajeb Laayoun "

Le plan 27 est muni d’un repere orthonormé direct 22 =(0,1, j
p p J

Définition: On appelle rotation de centre ) et d’angle fet onlanote R,

I’application du plan dans lui-méme qui fixe () et qui a tout point M du_plan distinct
de Q, associe le point M’

OM =QM’
tel IR e —
o ane [QM,QM'] =0[2r]

Remarques :
> Si 0=0[27]alors R=1d ,
» Si 6 =r[2r]alors R =S, ( symétrie central de centre ())
» Sife [O, 7r] on dit que R est une rotation directe.
» Sife ]—72',0[ on dit que R est une rotation indirecte.
Détermination d’une rotation : Une rotation est parfaitement déterminer par la

donnée de son angle et celle d’un point et son image.
Réciproque d’une rotation : La rotatign R est une bijection et/sa réciproque est

(©.0)
R. =R

@0 — Ya-0)

Propriétés d’une rotatign:

Soient A4,B,C et D quattre points du plan tels que 4B , C# D,R(A) = A',R(B) =B et
R(D)=D'.( R est laaotation de centre Qet dlangle 0).

> Toute rotation’eonserve le produit scz&aires et les distances.

> Sion a+AB =k CD :>A/B/:k\Clb’ i/ keR

> [@, A’B’] =0[2n]

> (E,CT)) = [A’B’,C’D’][Zw]

» L’image d’unédroite par une rotation est une droite.

» L’image dun segment par une rotation est un segment qui lui est isométrique.

» Une rotation ¢onserye le barycentre de deux points.

» Une rotation conserve le parallélisme et 'orthogonalités de deux droites.

» L’image d’un cercle par une rotation est un cercle qui lui est isométrique et de centre
I'image du centre .

» Une rotation conserve le contact.
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Définition d’une isométrie : Soit f une application du plan dans lui méme , on dit que
f est une isométrie du plan si pour tous points M et N d’images respectives M’ et N',
ona: MN=M'N'".

Théoreme : Soient A,B,C et D quatre points du plan tels que A= B, AB=CD et

AB # @, il existe une unique rotation R tel que R(A) =C et R(B) =D, d’angle

(E,C—D)) et de centre appartenant aux médiatrices de[A C] et [BD] .

Composé de deux rotations : R(Qﬁ) o R(Qﬁ) = R(Q p+)

Expressions analytiques d’une rotation :

Le plan ©”'est muni d’un repére orthonormé (0,2, j )
Soit Q(a,b);(a,b) e R’ ,M(x,y) et M’ (x/,y’> =R )(M) les expressions analytiques de
x'=a+(x—a)cos(l9)—( b)sm(@
¥y =b+(x—a)sin(6)+(y—b)cos(0)
Construction du centre d’une rotation :

1* cas : Soit R la rotation de centre Q et d’angle 0 (0 =k, k € Z)tel que R(A)=A'

(Q.9)

R, sont données par {

QA=0A'
R(A)=A"& [527@] o done Qeméd[ AATN(C)@vec () = AA'\{4,4'}

situé dans le demi plan de frontiére (AA')ne contenant pas la demi droite [At) tel que

[E,ZZ] = 0[2n]

2¢me cag

Soit Rune rotation tels que R(A) =A et R(B) = B'donc I’angle de R est
0=(4B,A'B)[2x]

» 0=kn,kE€EZ et (A) = méd[AA'] et (A') = méd[BB']
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* Si (A)et(A’) sont sécantes alors le centre Q) de la rotation est I'intersection de
(A)et(A).
* Si (A)et(A') sont confondues alors {Q} :(AB)ﬂ(A'B')
(@ OALATA DA DDA Dk Dk DA DA DA DA DA DA TA DA TA DA DA DA TATATA TATA TATX } 7))

Exercice N° 01 :

Dans un plan orienté 2, on considére un carré 4 BCD de centreO tel gque

(AB, AD)= %[%] .

) ) T
Soit R la rotation de centre B et d'angle dont une mestre est= .

1- a) Déterminer l'image de C parR
b) Soit E le symétrique de D par rapport aA. Montrer que K est I'image de D par

R.
c) soit F'le symétrique de D par rapport aC. Déterminertimage de F' par R .

2- On désigne par O’ le milieu de| BE] .
Montrer que OF = 0'D et que O est I'orthocentre du triangle DI 0.
Exercice N° 02 :

Dans un plan orienté & on considere un triangle équilatéral 4BC inscrit dans un
cercle (‘@) de centre O tel que(ﬁ,A—é) = g[27r].

On désigne par I,J et K des milieux respectifs des segments[BC],[AC] et [AB].

Soit R la rotation quitransforme Aen Bet J ‘en K.

1- Déterminer lei€entre et une mesure de l'angle de R.

2- Déterminer les images de K etide I par R.

3- On désigne par D le pointde (‘@) diamétralement opposé a 4.

2
Soit R la rotation de’centre D et d'angle —Tﬂ- )-

a) Montrer que R(B)=C.
b) Soit 4’ Iimage de A4 par R, .
Montrer que A’ est le symétrique de 4 par rapporta C.
4- Soit M un point du plan P distinct de 4.

On pose M =R»(M) et M" = R(M). Montrer que M"M’ —AB.
Exercice N° 03 :
Dans un plan orienté & on considére deux points distincts B et C.

) . T
Soit R la rotation d'angle Ztransformant BenC.

1- Déterminer et construire le centre §) de R.

2- On désigne par (‘@) le cercle circonscrit au triangle 2BC et par O son centre .
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Soit M un point de(@) et M’ son image par R.
Montrer que les points M, M’ et C sont alignés.
3- Soit C' l'image de C par R.
a) Construire le cercle( @) image de (‘@) par R.
b) La droite (QC’) recoupe (C)en J .
Montrer que la droite (C.J) passe par le centre O’ du cercle () .
(on pourra utiliser J' image de J par R)
4- Les droites (BJ) et(Q2C) se coupent en K .
a) Montrer que J est I'image de K par R.
b) Montrer que BKC'C est un losange.

c) Montrer que les points K, J,C et C' sont cocycliques.
Exercice N° 04 :

ABCD est un carré tel que(AB ,AD )E g[2ﬁ].

On construit le triangle équilatéral BEC tel que (FE, B—é) = §[27T].

1- Construire 'ensemble : (I')={M €2’/ (M—)C’W)E 2%[2%]}

QA=QC
2- Construire 1 int ) défini == .
onstruire le poin etinie par (QC’ QA) . 2%[2%]

3- Soit R la rotation.de centre ) et d’anglezJ;—.Montrer que R(E) =D.
Exercice N° 05°: \

Le plan P est muni d’un repéré orthonormeé direct (0,;,;) , on considere les points
A(2,0), B(4,1),C(0,2) etD(044)

1- Montrer qu’il exist¢ une unigue rotation R qui transforme 4en Cet Ben D .
2- Déterminer O (’angle de R).

3- Donner les eoordonnées de (2 ( centre de R).
Exercice N° 06 :

Le plan P est muni d’'un/repére orthonormé direct (0,;,;) ,on consideére la droite
(A):x+y—l=0.

Déterminer une équation cartésienne de (A’) image de (A)par R( ”).
°73

Exercice N° 07 :

Le plan &’ est orienté et muni d’un repere orthonormé (O,i, j )

Soit f I'application de & dans & qui a tout M(x, y)associe le point M'(x’, y")tel que :
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x':lx—éy—l-\/g—i-l
‘ 2 2 2

31 BB
/

S L VTV AT |
T Y T,

1- Montrer que f est une isométrie de &

2- Montrer que f admet un unique point invariant () que I’on déterminera.
3- Caractériser f

Exercice N° 08 :
Soient (‘@) un cercle de centre Oet de rayon r, Aest un point fixe de (@) , B et C deux

points variables de (@) \ {4} tel que (AB ,AC )E §[27T].

Soit M = S( 10 (B) Montrer que lorsque les points B et C varient lepoint M décrit un

cercle que I'on précisera.

Exercice N° 09 :

Le plan &' est orienté et muni d’un repére orthonormé (O,i,j).

—

1- Soit M(x,y)e @ et M'(x',y')e? tel que M'= R(Q a)(M)avec Qa,b); (a,b) eR®
On pose [ =QM et (;, W) = p[2r].

a) Montrer que x—a=Icosf et y—b=Isinf.

b) Montrer que x'—a=Leos(a+ f) et y' =b=bsin(a+f).
sf=a+(x—a)cosa—(y—b)sina

En dédui : M/ = M
¢) En déduire que R(Qv“)( )j{y’: +(x—a)sina+(y—b)cosa
2- On pose R, =R ; neN \
\
Soit M, (ao , bo)et pour tout n € N : M, (an R bn) =R, (Mn_l (an_l R bn_1>>

0.~
2n

a) Montrer que pour tout n €N ona: M, =R ) (M()) .
(o))

b) En déduire.a, et/'b, en fonctionde n, ayet b;,.

¢) Calculer lim a, et lim b, .
n—>+oo n—+aoo
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