année Ne om6res comp [ex-es (2) Octobre 2009
Maths A. LAATAOUI

4éme

Exercice n°1: @

Dans la figure ci contre, R= (O, G,Q) est

un repére orthonormé direct du plan
complexe. ¢ est le cercle de centre O et
de rayon 2 et B est un point d’affixe zg.

1. Déterminer par lecture graphique
le module et un argument de zg.

En déduire que zg =-1 + i\/§.

2. a) Placer sur la figure le point C
d’affixe zc=1+i \/§

b) Montrer que le quadrilatere

OACB est un losange.

3. Onse propose de déterminer I’ensemble E des points
M d’affixe z tels que z° soit un réel positif ou nul.
a) Vérifier que les points O, A et B appartiennent a E.
b) Prouver que tout point M de la demi — droite [OB) appartient a E.
¢) Soit z un nombre complexe non nul, de module r et d’argument 6.

, g . 2kr
Montrer que z° est un réel positif si et seulement si 8 = 3 k e Z.

d) En déduire que E est la réunion de trois demi — droites que I’on déterminera. Représenter E sur
la figure.

Exercice n°2 :

On donne un plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (O, u,\7) etunréel O dans ]—n,n[

On pose Z= %(1+ e’ )2

.0
1. a) Calculer (1+ e“’)eﬁIE ,en déduire que arg (1+ eie) = %[2”]
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b) Déterminer |Z| et arg(z)

T
c) Représenter dans le plan P I'image du nombre complexe z pour 0 = §

2. Onpose M le point d’affixe z et A le point d’affixe 1, N le projeté orthogonal de A sur la droite (OM)

a) Déterminer et construire ’ensemble E des points N lorsque 0 varie.

b) Calculer NM
3. Donner une construction ( point par point ) de I’ensemble E' des points M pour 0 € [—E,E} puis pour

V4 T
e |-m,——| U |—,m| . Tracer F’.
} 2[ }2 [

Exercice n°3 :

R= (O,ﬁ,\?) est un repéere orthonormé direct du plan complexe.

, . 1z+2
A, B, M et M’ sont les points d’affixes respectives : 3, 2i, z différent de 3 et z' = 27-6
Z_
s . ’ H ! 1
1. Déterminer z pour que 'onait: z'=—.
Z
MB
2. a)Montrer que pour z#3,0n a: |z|=——.
2MA

b) Montrer que pour ze C\{3,2i},0n a: arg(z) s%+(m IWB)[Zn].

1
3. Déterminer et construire chacun des ensembles suivants : E = {M (2)/|z] :E} ,F={M(2)/z'eR }

Exercice n°4 :

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O,ﬁ,\?) , on considere les points A, B et C

d’affixes respectives : 1, —sina +icosa et —sina —icoso a €[0,7].

1. Ecrire sous forme trigonométrique z,, 7, et z..

2. Montrer que : AB = AC.

3. Déterminer en fonction de o, une mesure de I'angle orienté (HBA—C)
4

. Déterminer a pour que ABC soit équilatéral.
Exercice n°5 :

Dans le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé directe (O,ﬁ,\?) , on associe a tout point M

. . e 1
d’affixe z, nombre complexe non nul, le point M’ d’affixe z'=-=.
z

1- Montrer que O, M et M’ sont alignés
2- Donner une relation entre argz’ et arg z.
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—-— 1
3- Montrer que z'+1=—(z-1)
z

4- Soit ¢ le cercle de centre (1, 0) et passant par O. On suppose que M e § \{O} .
a- Montrer que |z-1=1. En déduire que |z'+1] =|z]
Interpréter géométriquement ce résultat.

b- En déduire une construction géométrique du point M’ a partir du point M.
Exercice n°6 :

Dans le plan complexe rapporté a un R.0.N.D (O,ﬁ,\?) , on donne les points A(€’) et B(e™) ol
0 e]O,%[ . Soit f I'application du plan dans le plan qui a tout point M (z) on associe M '(z") tel que

3 2-1
2z—2co0s6

oU z=# cosb .

1. Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions de I’équation
(E):z2—(2c0s0)z+1=0, puis résoudre (E)

—i0

1 0 i0 2

i z'- zZ-
2. a) Montrer que pour tout z= C0SO et z# e “ ona: , =( , ]
z'-e zZ—€e

M'A MA
b) En déduire quesi M = Aet M # Bon a —(—

M'B (MB
3.a) Montrer que si M appartient au cercle ({)de diamétre [ AB] alors M ' [AB].

) et (1078, M7R) = o, )]

b) ({) coupe (O,ﬁ)en E et F. Montrer que E et F ontla méme image par f qu’on précisera.

Exercice n°7 ©
Dans I'ensemble C des nombres complexes on considére I'équation

(E):Z—(2+5) 2" +(8i —5)z+3(2-i)=0
1. a) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure que I’on déterminera.

b) Résoudre (E)dans C.
2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,ﬁ,\?). (Unité graphique : 1.5 cm), on
considére les points A, B et C d’affixes respectives 1+2i, 1 et 3i.

A tout point M d’affixe zdu plan, on associe le point M’ d’affixe z' par I'application f qui admet pour

- (3+4i)z+52
écriture complexe : z'= T .

Déterminer les affixes des points A’, B’ et C’ images respectives de A, Bet Cpar f.
Placer les points A, B, C, A’, B’ et C'.

3.0n pose z=Xx+iy (avec x et y réels).
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Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z' en fonction de x et y.
, . . . . ). . 1
4. Montrer que I'ensemble des points M invariants par f est la droite (D) d’équation yzax.

Tracer (D). Quelle remarque peut — on faire ?
5. Soit M un point quelconque du plan et M’ son image par f .Montrer que M’ appartient a la droite (D) .

6. a) Montrer que, pour tout nombre complexe z :

-7 z7+2 .Z—E .
= +i . En déduire que le nombre

z, 6 3 z,

z2'-2 ;
est réel.

b) En déduire, lorsque M '= M , la position relative des droites (OA) et (MM’).

7. Un point quelconque N étant donné, comment construire son image N’ ? (on étudiera deux cas suivant
que N appartient ou non a (D)). Effectuer la construction sur la figure.

8. Soit M un point d’affixe z=1+€’, 0 €[0,x].
a) Donner la forme exponentielle de z.
b) Déterminer par son équation cartésienne I’'ensemble des points M, lorsque 0 décrit [O,n[.

c) Déterminer Z pour que M soit invariant par f .
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1. Be (= |zg)=0B=2.

Arg(zg) = (G,O—B)[Zn]z
zB=2(cosz—n+isin2—nJ:2 —1+iﬁ =—1+i/3.
3 3 2 2
2. a)zc=1+i+3 =z=0C=2

et arg(zc) = (l_j,AO_Cf)[Zﬂ']E

b) OA=OB=2;BC=|Zc-ZB|=2;

Nombres complexes (2)

4% année Octobre 2009
M aths . A.LAATAOUI
Cornigé
Exercice n°1 :

%[2;;].

AC=|zc—za|=|1+i~/3-2|=|-1+iV/3|=2

OA =0B =BC = 0C = OACB est un losange.

3. E={M(2)telsque:Z’ € IR, }.

a)

b)

c)

d)

3
3 i )
0°=0€lR,=>0€eE;2°=8¢cIR,=>AcE; (—1+i\/§) :[2623j :862'”:86|R+ =B e E.

M e [0B)< OM =kOB, k € IR, ©z=kxz, k € IR, =>2°=k*xz° e R, =M e E.
Soit z = re®.

ZelRoe(rePelRierfe® clR,=30=2kn, ke Z ©9=%,k S/

M(z) eE< 2’ € IR, <

z=0 z=0
ou & Jou =S

z:re“’,avecez% k e Z z:re“’,avece:ZKT7r k e {012}

M € [OA) (k=0) ouM € [0OB) (k=1) ou M € [OB’) (k = 2) ol B’ est le symétrique du point B par

rapport a (O,a)
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Exercice n°7 :
(E):Z—(2+5) 2" +(8i —5)z+3(2-i)=0
1) a)Soitia, o € IR, une solution imaginaire pur de ( E)
= (i)’ -(2+5i)(ia)" +(8 - 5)ia +3(2-i) =0
= —ia’+(2+5)a”+(-8-5)a+3(2-i)=0
= —ia’+20” +5i0” —8a —5ia +6-3 =0

= 2a°-8a +6+i(—a3+5a2—5a—3)=0,0c IR

=a=3

20°—80.+6=0
= 2
—a*+5a%-5a ~3=0

Ainsi 3i est une solution imaginaire pur de ( E ).

b) Résolution de ( E)

7 —(2+51) 7 +(8 -5) z+3(2-i) = (2-3))(Z* + bz+c)
=7 +(b-3)Z’ +(c—-3b)z-3ic

Par identification :

b-3i=-2-5 )
] . b=-2-2i
c-3ib=-5+8 < )
. ] c=1+2
—3|c:3(2—|)

(E): 2 —(2+5) 7 +(8-5)z+3(2-1) =(2-3)(Z - 2(1+i)z+1+2) =0
&z=3iou 22-2(1+i)z+1+2i=0(a+b+c=0=z=1ouz=1+2i)
S. =1{1,3,1+2i}.

2) A(1+2i);B(1);C(3i).

S (3+4i)z+52
- 6
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3441 (1421 +5(15 ) .
( + |)( + |)+ (+ I): 5+10i +5 10':0:>A’=f(A)=O-

[ ] ZA' =

6 6
. (3+4)x1+5x1 B+4i 4 2. _ ,(ﬂ gj
%= 6 =5 33 BB 33)
. ch=(3+4i)X3l +5x(-8i) _-12-6i 2 i =fC)=C' (2 1),
6 6
/ 1
/ C
/7
f /

{Byry=H2x

L

3) z=x+iy

ZI_(3+4i)(x+iy)+5(x—iy)_8x—4y_|_i4x—2y_4x—2y_|_i2x—y
- 6 6 6 3 3

2y etlm(z’)=2x—3_y.

—Ré(z')= X

4) Ensemble des points invariants par f.

4x-2y

fIM=Mez2'=z1& =xet 2X—3_y yox-2y=0< y:%x.AinsiInv(f)=(D): y:%x.

On remarque que Les points A’, B’ et C' sont sur la droite (D).
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C'est-a-dire A’, B' et C' sont trois points invariants par f.

4x—-2y 2X-Yy )

5) Soit M'=f(M)et M(x,y) = M’ ( 3 3

1
Les coordonnées du point M ' vérifient I’équation Y :E X de la droite (D)= M ' € (D).

(3+4i)z+52 _ _
z-z g % (-3+4i)z+5z (-3+4i)(1-2i)z+5(1-2i)z
6) a) z, 1+ 2i 6(1+ 2i) 30
_5(1+2i)z+51-2)z  (1+2)z+(@1-2)z Z+E+i z-7
30 6 6 3
Enposantz=x+iy,onaura z+z=2X et z—z=2y = Z_Z:QHE:EX—Eye IR.
z, 6 3 3 3
b) M'#M, Z_Ze IR = MM " et OA sont colinéaires = (MM’') et (OA) sont paralléles.

ZA
7) Construction de N " a partir de N :
e SiNe(D)=N'=N
e SiN g (D)= N'e (D) (Question 5)et (NN')// (OA).
Il sagit bien d’une projection sur (D) paralléelement a (OA).

8) z=1+¢€’, 96[0,7‘[[

0 A B 0 i
a) z=1+e"=e?|e 2+e? |= 2cos| — | e?2.

2o )

socar o, %
2 2

X =1+ cos0O

b) Soit M(x, y) < {y:gne ,0 € [0, n]

Trouvons une relation entre x ety :

COSZG+Sin29:1<:>(X—1)2+y2:1, avec0<x<2et0<y<1.
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(x—l)2 +y2=1
L’ensemble des points M(x, y) a pour équation: <0< x<2
0<y<1

1
c) Mestinvariantparf< M e (D) & y:EX'Or (X—1)2+y2=1

= (x—1)2+1x2:1<:>§x2—2x:0<:>x Ex—2 =0 x=0 oux:§
4 4 4 e 5

E
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