Limite et comportement asymptotique

Rappel :

I) Limite a I'infini d’'un polynome et d’une fraction rationnelle

limite d un polynome(ou fontion polynome )en + o ou en o
est celle de son terme de plus haut degré

exemple : lim (5x* —3x3+x%2—-2) = lim (5x*) =+
x—+co x—+co

lim (5x* —3x3+x?2-2) = lim (5x*) =+
X—->—0co X——0co

limite d une fracion rationnelle (ou fontion rationnelle)
en + 00 ou en — « est celle du quotient des termes

de plus haut degré du numérateur et du dénominateur

. 4x3-2x%+x+2 . 4x3 : 4
exemple : lim 3 = lim —= lim — =0
X—>+c 5x +x4+1 x—)+m5x x_)+005x

II) asymptote et branche infini

Dans toute la suite a et b sont deux réels et ((pf) la courbe d’une fonction f

a)si limf(x) =t+o0
X—a

alors la courbe ((pf) admet une asymptote verticale d’équation : x = a
b) si xl_l)g_rnof(x) =b
alors la courbe ((pf)admet une asymptote horizontale d’équation: y=»>b

c) si xl_l)g_rnwf(x) =+ o0,

( attention) il y a 4 possibilités, continuer a chercher li1+n % :
x—too
01 = = . f(x) _ . _
casn®l1: si lim —=a+0et lim f(x—ax)=0»b
x—>+o00 X x—+00

alors la courbe (¢;) admet une asymptote oblique

d’équation : y=ax+»b
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cas n°2 : si lim f@) _ 0
x—>too X

alors la courbe ((pf) admet une branche parabolique de direction (ox)

casn®3: si lim & _ +00
x—>too X

alors la courbe ((pf) admet une branche parabolique de direction (oy)

casn®4:si  lim 2 =a=0et lim f(x — ax) = +o0
x—>t+o00 X x—100

alors la courbe admet une branche parabolique de direction
la droite d équation: y = ax.
exercice n°1 :

Déterminer la limite de chacune de chacune

des fonctions suivantes puis déduire si la courbe admet des asymptotes :

2x2+x—1 -6
lim (Vx+1—-—vVx—6 lim |——— , lim
x—>+oo( )'" x—+00V\ 5x2-2x+7 | x5 to0 V2Xx—3—V2x+7

exercice n°2 :

Soit la fonction défine sur R . {—1} par :

2
S N ——
fx) X xr 12
1) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
2) Montrer que(¢;) admet la droite d’équationy = 4 —x ,

comme asymptote oblique.

x2-3x+6
2—x

exercice n°3 : Soitlafonction défine sur R\{2}par: f(x) =
1) déterminerlesréels aetb etc telsque
pour toutx € Dy ona: f(x) = ax+ b + i
2) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition,

puis déduire les asym[BeVOirat

- \rJjJ




3)Montrer que ((pf) admet une asymptote oblique d’équation a préciser.

exercice n°4 :

Soit la fonction défine par

VX2 +4x+5+2 six€]—oo;—2]
fX) =4 22 +x+1
X+ 2

six €]-2;+00]

On désigne par ((pf) sa courbe dans un repére ortonormé(o;; j)

1) déterminer le domaine de définition de f

2) calculer l(in%ﬁf (x) .Interpréter graphiquement le résultat.
x— (-

3)Montrer que la droite d équation (D,) y = —x

est une asymptote oblique a (¢;) auvoisinage de — o,

3
4)a) Vérifier que pour toutx € |-2;+o0]; f(x) =x—-1+ <132

b)Montrer que la droite d’€quation (D,)y=x—1
est une asymptote oblique a (¢;) au voisinage de + .

¢) Déterminer la position de (¢;) par rapport(D,).
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exercice n°5 :

3
2 .
x“—=x+=- six<1
Soit la fonction défine par f(x) = 2 2

Jxz—x+1 six>1

1) Déterminer le domaine de définition de f

2) a)calculer lim f(x) ,. lim f(x),
xX—>—00 X—+00
b)Montrer que pour toutx > lona f(x) — x = ———.

En déduire lim [f(x) — x]

XxX—+00

3) a) montre que f est continue en 1.
b) montrer que f est continue sur R.
4) a) montre que f est dérivable en 1.

b) Ecrire une équation de la tangente (T) & (¢;) au point A(1,1)
2 1 2 _3 2
5) a) Montrer que pour toutx > 1ona [f(x)]* — 2 x+1)° = 2 x—1)

b)En étudiant pour tout x de R le signe de f(x) — % x+1),

déterminer la position de (¢;) par rapporta (T).
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Correction exercice N°1 :

lim (Vx+1—-+vx—6) ,

X—+oo

(Vx+1—vVx-6)(Vx+1+Vx—6)

VX+1—+vVx—6=

Vx+1+Vx—6
_ \/x+12—\/x—62
 Vx+1+vx-6
_x+1-(x—6)
VX+1+Vx—6
7

CVx+14+Vx—6

Donc : lim (Vx+1-Vx=6) = lim s =

car: lim Vx+1++vVX—6 = +eoo

X—+00

Sionpose: f(x) =vx+ 1+ Vx— 6 puisque:

ligrnoo f(x) = 0 alors la droite d' équation: y = 0 est une
X—

asymptote de (C;) au voisinage de + 0o.

bui . 2x* +x—-1 ’ 2x? 2
HRAE T o e5xZ —2x+7  xo4w5x2 5

Alors : 1 2x2+x—-1 |2
ors Al 5x2 —2x+7 .|5

2x2 +x—1 2

exZ — 2% 1 7 puisque xl_i}floog(x) = |5

Si on pose: g(x) = \/

o s : 2
alors la droite d équation: y = \E est une

asymptote de (C g) au voisinage de + oo,
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—6

lim
x>+004/2x —3 —V2x +7
o -6 —6(V2x -3 +V2x+7)
na: =
V2x -3 -vV2x+7 (V2x—-3—-V2x+7)(V2x—-3 +2x+7)
_ —6(vV2x -3 ++2x+7)
- (2x-3)-(2x+7)
_ —6(vV2x -3 ++2x+7)
- —10
_3(V2x-3++V2x+7)
B 5
-6 3(\/2x —3+V2x+7) _
Donc : lim
o+ Zx—3 —\2X 17 S 5

exercice n°2 :

Soit la fonction défine sur R\{—1}par: f(x) = 4 — x — 2

(x+1)2

lim f(x) = lim 4—x—;=+oo

X——00 X——00 (x + 1)2

llm f(x) = lim 4—x—#=—

(-1)- x-(-1)~ (x+ 1)2

lim f(x) = llm 4—x— # = — 00
x->(-1)* x->(-1)* (x+ 1)2

lim f(x) = lim 4 — x—L=—oo

x—+00 x—+00 (x + 1)2

-2 _
2) llm f(x)—(4—x) = l_l)grnOo <m> = 0 ,donc la droite

d’équation: y = 4 — x est asymptote oblique de ((pf) au voisinage de + oo
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. 2_
exercice n°3 : Soitla fonction défine sur R\{2}par: f(x) = = Sx+6

2—x

1) déterminerlesréels aetb etc telsque

pour toutx € Dy ona: f(x) = ax+b —ﬁ

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition,

puis déduire les asymptotes de (¢;)

x*-3x+6 x*—4x+4+x+2 (2-x0*-(-x+2)+4

fx) = 2—Xx 2—Xx 2—Xx

fx)=2—-x—-1+ = —x+1+

2—x 2—Xx

D : =—x+1+
onc: f(x) X > — %

Autre méthode : On a:

2_
d’une part: f(x) = = 239:6 , d’autre part: f(x) = ax+ b + ﬁ
. f(® - x*-3x+6
doncd'une part: lim —— = lim = =k
x>+ X x>+ 2X — X2
: . fx) b c
d'autre part: lim —= lim a+—+ > =a
x—+00 X xX—+00 X 2x—x
Donc:a = —1,donc f(x) = —x+b+$
_ x> -3x+6 . —x+6
Onadune part: lim f(x) + x = lim +x= lim =1
X—+00 X—+00 2 — X X—-4o00 2 — X

c
d’'autre part lim f(x)+x= lim b+ =b

x—>+00 x—+00 2—Xx

Donc:b=1
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Donc: f(x)= —x+1+

2—Xx

Reste le réel : ¢
On a d'une part: liglf(x)(z —X) = linzlx2 —-3x+6=4
x— x—

d'autre part: linzl f(x)(2—x) = linzl(—x +1)2-x)+c=c
X— X—

Donc:c = 4

Conclusion :

f(x)=—x+1+2_x

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition,

puis déduire les asymptotes de (‘Pf)

: : 4
xllgl_f(x) = )}Lgl_ (—x+ 1 +m) = +o0

: : 4
o 09 = fim (x4 145 5) = e

Donc: la droite d’équation : x = 2 est asymptote verticale de (Cf)

xl_l)rinoo(f(x) —(—x+1)) = lim =0

x>t02 — X

Donc la droite d’équation: y = —x + 1 est une asymptote de (Cf) au V(+)
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exercice n°4 :

Soit la fonction défine par

Jx2+4x+5+2 six€]—oo;—2]
fX) =1 x2+x+1
x+2

six €1-2;+ 00]

On désigne par ((pf) sa courbe dans un repére ortonormé(o;; j)
1) déterminer le domaine de définition de f
Ona:x?+4x+5=x*+4x+4+1=(x+2)*+1
Doncpourtout:x € R; x> +4x+5>0

Donc la fonction f est définie sur R donc : D; = R

2) calculer l(in%ﬁf (x) .Interpréter graphiquement le résultat
x—(—

_ o x*+ax+1
lim f(x)= lim = +o0
x-(=2)t x—>(=2)* X+ 2

Donc : la droite d’équation : x = —2 est asymptote verticale de ((;).
3)Montrer que la droite d’'équation (D) y = —x

est une asymptote oblique a ((pf) au voisinage de — oo,

lim (f(x) +x) = lim Va2 +4x+5 + (x+ 2)
X—>—00 X—>—00

. (\/x2+4x+5+(x+2))(\/x2+4x+5—(x+2))
= 11m

X>—00 Va2 —4x+5—(x+4)

X2 —4x+5-(x+2)? _ 1
lim = lim

=0
xo-0\[x2 —4x+5—(x+4) *°VxZ—4x+5+ (x+4)

Donc : la droite d'équation (D) y = —x

est une asymptote oblique a ((pf) au voisinage de — 00 ,
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, 3
4)a) Verifier que pourtoutx € |-2;+0]; f(x) =x—-1+ ~12

b)Montrer que la droite d équation (D,):y=x—1
est une asymptote oblique a (¢;) au voisinage de + .

c) Déterminer la position de ((pf) par rapport(D,) .

a)
tout x € ]-2; + 00]; f(x) = tatd
pour tout x ; ; fx) = <12
(x+2)(x—1)+3
toutx € |-2;+ 00|, & =
pour tout x € | + oo] f(x) <132
toutx € |-2;+00]; = f(x) = 1+ >
pour tout x ; ;e f(x) = x o
b)
lim (f(x) —(x—1)) = li > _
x—l>l-|poo( X)—X= )_x—l>l-|?loox-|—2_

Donc : la droite d' équation (D,):y=x—1
est une asymptote oblique a (¢;) au voisinage de + oo

c) pour déterminer la position de ((pf) par rapport(D,) ;

il suffit d’étudier le signede : f(x) — (x — 1 )pour x € |-2; + o0];

Ona:pourtoutx € |-2;+09; f(x) —(x—1) = x% >0

Donc : 1a courbe (@) est au dessus de (D).
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exercice n°5:

3
, x*——x+= six<1
Soit la fonction define par f(x) = 2 2

JxZ—x+1 six>1

1) Déterminer le domaine de définition de f :

2

. 3 3 g
& La fonction x —» x° — Ex + 5 est définie sur R

donc f est définie pourtout: x <1

® La fonction x - Vx2 — x + 1 est définiesix?2 —x+1=>0

2
Or:x>—x+1= (x—%) +% > 0portoutx € R

donc f est définie pour tout: x > 1

Conclusion : f est définie pour tout : x € Rdonc: Dy = R
Devoirat




2) a)calculer lim f(x) ,. lim f(x),
X—>—00 X—>+00

3
lim f(x) = lim x> —=x+—== lim x? = +oo
x—>—00 x—>—00 2 2 x——00

lim f(x) = lim \/xz—x+1 = 400

XxX—+00 XxX—+00

I 1

X

1+ [1-142
X X

(VaZ—x+1 —x)(Vx2 —x+1 +x)

b)Montrer que pour toutx > lona f(x) —x =

pour toutx > lona:

f(x)—x=\/x2—x+1 —x =

Vaz—x+1 +x

1
(P -x+1) - —x+1 B x(;—l)
— == —— =
VaZ—x+1 +x VaZ—x+1 +x \[xz(l—1+iz)+x
X X

@on) o xfen) |t

x| [1-242+x x( [1-2+2+1 1-2+21 41
X x2 X x2 x x2

1
-—1 1
lim [f(x) —x] = lim 2 =
xX—+00 X—+00 1 1
1--+5+1
X X
. 1 .
Donc: xl—l>£-noo [f(x) — (x — E)] =0
o : 1
Donc : la droite d équation (Dy):y = x — 2

est une asymptote oblique a ((pf) au voisinage de + o

Devoirat




3) a) montre que f est continue en 1.

Ona:f(1) =12 ->x1+>=1

i = li 2 _ =
xllf}lf(x) ,}H}l‘/x x+1 1

3
. BERT 2 v g
Bimfeo = lima*-5x+5= 1

Donc : lil}lf(x) = lil}l_f(X) = 1 = f(1) donc f est continueen 1.
x— x—
b) montrer que f est continue sur R.

. 3 3 .
® La fonction x - x2 — = x + = est continue sur R , donc elle
2 2

continue sur |—eo, 1] ; donc f continue sur |—oo, 1]

® La fonction x - Vx2 — x + 1 est continue sur R, donc elle
continue sur |1, +2¢[ ; donc f continue sur |1, +oo[
® f est continue en 1

Conclusion : f est continue sur R.

4) a) montre que f est dérivable en 1:

f(x) — f(1) ’ VxZ—x+1-1

xlrf!r x—1 zxirf!r x—1
(WP —x+1 -1)(Vx2—x+1 +1)
= lim
X1t x-1D(VxZ-—x+1+1)
_ x?—x
= lim
= (x-1)(Va2—x+1 +1)
. xX(x —1)
= lim
= (x—1)(Va2—x+1 +1)
X

= lim
= (Va2 —x+1 +1)

= %donc f est dérivable a droitcBeVOjcat) = %




f(x) — f(1) xz—%x+;—1 xz—;x+§
lim = lim = lim
x-»1- x—-1 x—1- x—1 x-1- x—1
1
., (x—-1) (x—g) i 1, 1
_xlgl— x—1 _xlgl_(x_i>_§

donc f est dérivable a gauche en 1 et f'g(l) = %

puisque : f*,(1) = f’g(l) = %alors f est dérivableen 1 et f'(1) = %

b) Ecrire une équation de la tangente (T) a (¢;) au point A(1,1)
, 1
M:y=fDx-1D+fA1) = (T)y= E(x_ 1)+1
= (T):y = %(x+ 1)

1 3
5) a) Montrer que pour toutx > 1ona [f(x)]* — 1 (x+1)% = 2 (x — 1)

b)En étudiant pour tout x de R le signe de f(x) — %(x + 1),

déterminer la position de (¢;) par rapporta (T).

pour tout x > 1 ona :

[f (x)]? —%(x +1)2= (Va2 —x+ 1)2 —%(x +1)?

2 1,
=X —x+1—1(x +2x+1)

3, 3 3
—3Y T2 7%

—E( 2 -2 +1)—§( —1)?
=2 X =2
Donc pour tout x > 1; [f(x)]? —i(x +1)2>0

< fx) = %(x+1)

e flx) - % (x +1) > 0donc (@glest au dessus de (T)
evoirat
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