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Pour démarrer

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes :

Ax) =(x—1Bx%2-5x—-1); B(x)=B+x)?*x?—-x-3);

C(x) = (3x —2)

Soit f(x) =6x3—7x*—-5x+1et gix)=2x—-3)Bx?+x—1)-2
a) Calculer f{0)et g(0); f(-1) et g(-1); f(-3) et g(-3)

b) A-t-on f(x) = g(x) , pour tout réel x ?

Fonction polynémes :

2) Soit g le polynéme définie par g(x) = a,x? + a;x + ag
Montrer que (g(x) = 0, pour tout réel x) équivaut a (a, = a; = ay=0)
On utilise la résolution d’un systéeme de deux équations a deux inconnues
par la méthode de substitution et d’élimination.

3) Soit P(x) = apx"+ap_1x™ 1+ ... .. +a,x+aq un polynéme tel que

P(x) = 0, pour tout réel x .Quelle conjecture peut-on émettre sur les
coefficients de ce polynéme.

Définition et remarque :
Définition 1
Soient ag Qq,......,an_1 et a, desréels.
La fonction fdéfinie par f(x) = apx™+a,_1x™ 1+ .. ... +a;x+a, est

appelée fonction polynéme.

2)

tout polynéme nul de la forme
P(x) = apx™+an_x™ 1+ ... +a;x+a, =0
équivauta ay = ap_q = .o er .. =a,=ay=0
4) Soit P(x) = apx™+an_x" 1+ ... +a,x+a,
et Q(x) = bpx™+b,_1x™ 1+ ... bx+b, deux polynémes tels que

P(x) = Q(x), pour tout réel x.Que peut-on dire de a,, et b, ,
an_1 et b,_1, a; et by ,ay et by

Lesréelsay ay,.......,an_1 a,sontappelés les coefficients de la
fonction polynéme.
Remarque
Au lieu de dire « la fonction polynéme f définie sur R par :
f(x) = apx+a,_x" T+ +a,x+ag », on dit souvent « le polynéme
fest définie par: f(x) = apx™+an_1x" 1+ .. ... +ax+ag »
Egalité de deux fonctions polynémes
Activité 1:

1) on consideére le polynéme f définie par : f(x) = x> —5x + 6
a) Calculer :

b) Le polynéme fest-il nulle ?

Définition 3
On admet que tout polynéme non nul a une écriture unique de la forme
P(x) = apx™tan_1x" 1+ ... +a;x+aq ,aveca, 0

L’entier n est appelé le degré du polynéme P, on écrit d°(P)=n.
On convient que le polynéme nul n’a pas de degré.

Vocabulaire :

Soit P(x) = apx™+ap_1x" 1+ .. ... +a;x+a, ,aveca, #0
e ag S’appelle le terme constant.
e a,x S’appelle le terme de premier degré ou le terme en x .
o a,x" s’appelle le terme de degré n ou le terme en x™ ou le terme de plus
haut degré.
e Chacundestermes ay a1X,......,ap_1 X" et a,x™ estappelé
mondéme.
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Remarque

v Tout polynéme de premier degré est appelé bindme ou binéme du
premier degré.

v' Tout polynéme du seconde degré est appelé trindme ou trinéme de
second degré.

Exercice :
a) Déterminer parmi les fonctions ci-dessous celles qui sont des polynémes.
F:R->R G:R->R

x - —2x3—5x%2 -1 7225323+ 22+z

H:R - R P:R - R
t—>1+3t+2t% - 6t3 y—>\/§y3+y2—%—2

b) Déterminer le degré de chacun des polynémes ci-dessous.

P(x) =3x*—7x* +x d°(P) = ..
Q(x)=2—-x+x3+x>+x7 a°Q) = ..
S =QRx+1D2x3+8x—-1) d°(S) = ..
K@) =(x-1)7°-x° d°(K) = ..

3) Opérations su les fonctions polynémes

Définition 3

4) Racines d’'un polynéme -Factorisation d’un polynéme

Activité 2:
Soit P(x) = x3 —2x2 —x +2

a) Calculer P(—1),P(0),P(1) et P(2)
b) Que remarquez-vous ?

c) Factoriser alors P(x)

Définition 4

Soit P et Q deux polyndémes.
e Ondit que a; est une racine ou un zéro d’'un polynéme P si P(a;) =0
e Sia; est une racine d’un polynéme P alors P(x) = (x — «;).R(x) pour
toutréel x oud°(R) = d°(P) — 1
e Ondit que le polynéme P est factorisable par le polynéme Q s'il existe un
polynéme R tel que pour tout réel x, P(x) = Q(x).R(x) tel que
d°(R) = d°(P) —d°(Q)

Soit f et g deux polynémes et a un réel.

e Onappelle somme de f et g le polyndme noté f+g et défini pour tout réel

x par (f +g)(x) = f(x) + g(x)
e On appelle produit de polynéme f par le réel a le polynéme noté af et
définie pour tout réel x par (af)(x) = af (x).

e On appelle produit des polynémes fet g le polynéme f. g et définie pour

toutréel x par (f.g)(x) = f(x).g(x)

Exercice :

Réduire et ordonner les polynémes P+Q, 3P-2Q et P.Q dans chacun des
cas suivants et préciser le degré de chaque polynéme obtenu.

a) P(x) =2x3—-x2+2x—1 ; Q(x)=3x3—x

b) P(x)=x+1)* ; Q(x)=x-2)(x*+1)

Activité 3:

Soit P et Q les polynémes définis par P(x) = x3 + 3x? —4x — 12 et

Q(x) =3x3 +x%2+2x—6.

1) a) Vérifier que 2 et -3 sont deux racines de P.
b) Déterminer le polynéme R tel que, pour tout réel x, on a
P(x)=(x—2)(x+3).R(x)

2) a)calculer Q(1)

c) Déterminer lesréels a, b et c tels que, pour tout réel x, on a

Q(x) = (x — 1) (ax®*+ bx + ¢)
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Théoréme :

Soit P un polynéme de degré n.
¢ Pour n = 1, si a; est une racine de P alors
- Pestfactorisable par (x — aq)
- Il existe un polynéme R de degré (n — 1) tel que P(x) = (x — a;).R(x)
¢ Pour n = 2,sia, et a, sontdeux racines de P alors
- Pestfactorisable par (x — a)(x — a3)
- Il existe un polynéme R de degré (n — 2) tel que
P(x) = (x —a1))(x — az).R(x)
¢ Plus généralement soit P est un polynéme de degrén (n = 3)
siay, ay , Az, .. et a, (k <n) sontdes racines de P alors
- Pest factorisable par (x — a;)(x — az)(x — az) ..(x — ay
- Il existe un polynéme R de degré (n — k) tel que
P(x) = (x —a))(x — ax)(x — a3) ... (x — ay). R(x)

Exercice :

1) SoitP(x) =2x3—3x>—-5x+6
Vérifier que a = 2 est une racine du polynéme P et écrire P(x) sous
la forme (x — a).Q(x), ou Q(x) est un polynéme qu’on déterminera.
2) SoitP(x) =3x3—13x?>—-11x+5
Vérifier que « = —1 et § = 5 sont deux racines du polynéme P et
écrire P(x) sous la forme (x — a)(x — ). R(x) ou R(x) est un
polyndme qu’on déterminera.
5) Polynémes symétriques
» Polynémes symétriques de degré 3
Soit P(x) = ax® + bx?> + bx + a avec a # 0
On remarque que -1 est une racine apparente donc on peut écrire P sous
la forme suivante : P(x) = (x + 1)[ax? + (b — a)x + a] et on détermine
le nombre de solution de P(x) suivant les valeurs de a et b
» Polynémes symétriques de degré 4
Soit P(x) = ax* + bx3 + cx? + bx + a
e Sia+b+c+b+a=0 ou c=-2(a+b) onremarquequel est
une racine double de P donc on écrit P sous la forme suivante :
P(x) = (x — 1)2.Q(x), ou Q(x) est un polynéme qu’on déterminera.

Sia+b+c+b+a+0,onvérifier que 0 n’est pas une racine de P
donc on établir que I'équation P (x) est équivalente a I'équation

. _ 2 1 1
suivante P, (x) = a (x + ;) +b (x + ;) +c
Poser X = x +§ et résoudre I'équation P;(x) =0

On remarque que I'équation se ramene a la résolution de deux
équations du second degré.
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