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Professeur M" Kamel Bel IﬁJ logar“nme el suile -

Probléme :

On considére la suite (t,) définic sur N* par: &, =n — [n + %) In(n) + in(n!).
Le but de ce probléme est d étudier la convergence de la suite (t;) et de démontrer que ;

Jim £, = In(v2m)

Partie I : Etude de la convergence de la suite(t,,)

Soit n un entier naturel non nul et Y la fonetion définie sur | —n; oo par: (t) = In (1 + %) - i

On suppose que 1 est dérivable sur ] — n ; +oo[ et on note 1’ sa fonction dérivée.

" = Bt . r — =t
1. a) Justifie que : ¥ t €] —n ; +oaf, Y'(t) —t'n,(1+;}~

b) Calcule {0).
¢) Dresse le tableau de variation de la fonction tf (On ne calculera pas les limites).
d) Déduis de ce qui précéde que : V £ €] —n; +oo[, In(1+2) < =,
2. a) En utilisant la question 1. d) et en effectuant un changement de variable, démontre que :

¥Yx R, Inx <x—1.

k4=
b) Démontre que : ¥V K € N'.fk_ Z(E —1)dx = 0.

1
F

Efn(g)dx <0.

k+
¢) Déduis des questions 2. a) et 2. b) que : V k € N*, f 3
z

k-

k4=
d) Justifie alors que : ¥ kK € N~ jk_+f in(x}tix = !Tl(k).

2

e)En utilisant la relation de Chasles, démontre que :
1
= 'i'H'E
vneN, [, 2in(x)dx < In(n!).
z
3. a) En utilisant une intégration par parties, démontre que :

vn €N n—(n+3)in(n+2) +in(n) = In(v2).

b) Démontre que : ¥ n € N*, t,, = [n(+/2).
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4. On définit la fonction f sur Iintervalle] 05 1] par : f(x) = ——In(7).

Onadmetque : ¥x €01, f(x) =1 et ¥n e 1 —th=1 —f(2ﬁ1+1),

a) Détermine le sens de variation de la suite (£,,).

b) Déduis des gquestions précédentes la convergence de la suite (£,).

Partie 11 : Calcul de la limite de la suite (t,,)

On définit la suite {w,,) par :
—F - = J§T in™t d
Wu—;etVnEM,wn—fuﬂn tdt.

1. a) Calcule wy.

b} Démontre que la suite (wy, ) est décroissante et positive.
On admettra que la suite (W, ) est @ termes strictement positifs,

) A "ande d'une intégration par parties, démontre que : ¥V n € M wy, ., = :—:’3 Wy,
On remarquera que : sin™2 (&) = sin(t) x sin™*1(8).
d) En utilisant les questions 1. b) et 1. ¢) de la partie 11, justifie que :

vneN, 22 <t o9,

n+2 wy,

€) Déduis de ce qui préceéde lim &

n—k+a wﬂ
2.0npose: Vi € M,y = (n+ 1wy X wy,.
a) Démontre gue la suite (y,) est constante.

b) Déduis de ce qui précédeque : ¥ne M, v, = ?—;

2 £ e
¢} Détermine lim nw, .

n—#+oo

cnwd = W
(Onremarquera que :nwy; = a1 X X Wn+1]'
e LD L HiEE Var
d) Déduis de ce qui précéde que : lim +/nw, = ——.
4o 2

3. On admet dans toute la suite du probléme que, si une suite () converge vers [, alors la suite (agy)
converge aussi vers [.

a) Déduis de la question 2. c) de la partie Il la limite de la suite (nw3,,).
(On remarquera que : nw3, = % (2Znw2,) ).

b) En utilisant la question 1. ¢) de la partie I1, démontre par récurrence que :

(2n)!

Vn €N, won = e

xZ
2

c) Démontre que : ¥ n € N*, e'» = n! (E}” % Jer

. - 2 . : tEHES :
d) En admettant que : ¥ n € N*, efzn™2tn = %ﬂ'nwgn ., détermine la limite de la suite (t,).
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