S
Fonction logarithme népérien o

: 20
Géométrie dans [espace %

EXERCICE 1 :

On pose pour tout n€ IN*, u,, = fle(lnx)" .dx

1) a) Montrer que la suite (u,) est décroissante et que u, = 0 pour tout n€ IN
b) En déduire que la suite (u,) est convergente.
2) A 'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n€ IN, u,,; = e — (n+ Du,
e

3) a) En tenant compte des questions 1)a) et 2), montrer que % Sup < —

b) Calculer alors lim u,.

n—-+w

4) Soit la fonction f : x — (Inx)? et (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O,1,7).
a) Montrer que u; = 1. En déduire u, et u;.
b) Calculer le volume du solide de révolution engendré par la rotation autour de (O,i)
de la partie du plan limitée par (C), l'axe (O,1) et les droites d'équations x = let x = e.

EXERCICE 2 :

A/ Le tableau ci-contre représente les variations * |0 Ve +®
d’une fonction f définie sur [0,+oo[ par : £ + 0 -

f(x) =x%(a+ b.lnx) X el €

{f(O) —0 (ou a et b sont deux réels). f 0/ > \_oo

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,7).

On suppose que la courbe représentative (C) de f passe par le point A(1,1) et que la
tangente T a (C) en ce point a pour équation : y = x

1) Déterminer f(1) et f'(1).

2) En déduire les valeurs de a et b.

f(x) = x%(1 — Inx) pourtoutx > 0
f@) =0
1) Calculer f;(0) et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2) Montrer que la courbe (C) admet une branche parabolique au V(+w) qu’on précisera.
3) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (C) et I’'axe des abscisses.
4) a) Etablir le tableau de variation de la fonction h : x — x — xlnx — 1
b) En déduire alors la position de (C) par rapport a T.
5) Tracer la tangente T et la courbe (C).

B/ Dans la suite on prend : {

EXERCICE 3 :
Soit la fonction f définie sur [0, +o[ par: f(x) = —x + In (x* + 1)
1) a) Etablir le tableau de variation de la fonction f.
b) En déduire que In (x* + 1) < x pour tout réel x € [0, +oo[
2) Etudier la branche infinie de la courbe (C) au voisinage de +oo.
3) Tracer la courbe (C).
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uO ==
4) Soit la suite (u,) définie sur IN par : 2
Ups1 =5 In(1+ u,?) vn€iIN
a) Montrer que pour toutn €IN,ona : u, >0

b) Montrer que pour toutn € IN, on a : u,;q < %un

n
c) En déduire que pour toutn € IN,ona: u, < % X G)

d) Prouver alors que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.
EXERCICE 4 :

1) Comparer % et 1pour tout réel x > 1.

2
2) En déduire que pour tout réel x > 1, on a : Inx < x — 1. Déterminer alors lim nE+)

EXERCICE 5 :

1) Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par : f(x) = Inx — xlnx + x
&)

X

a) Calculer xli)r{)l_'_ fx), xl_l)rzrlwf %), xl_l)rgoo

b) Montrer que pour tout x > 0, f'(x) = %— Inx 3
2) Dans la figure ci-contre C; et C, sont les courbes Cg

représentatives dans un repére orthonormé (0,7,j) LA
des fonctions g et h définies sur |0, +oo[ par :

glx) = % et h(x) = Inx.

Cy et C, se coupent en un point d'abscisse £.

a) Par lecture graphique donner le signe de
f'(x) suivant les valeurs de x > 0. p
En déduire le tableau de variation de f

b) Montrer que f(B) =B + % -1 2

3) On désigne par C; la courbe représentative de f dans le repére (O,7,])
a) Etudier la position relative des courbes (; et Cj,.
b) Montrer que la courbe Cr coupe I'axe des abscisses en deux points d'abscisses
respectives x; et x, telles que 0,4 < x; <0,5et3,8<x, <39

c) Placer dans le repére (O,7,)) les points A(B, 0) et B(0, %) et en déduire une

construction du sommet S de la courbe (¢
d) Tracer alors la courbe C;.

EXERCICE 6 :

L'espace étant muni d’un repére orthonormé (0,77, k).

Soit S, 'ensemble des points M(x,y,z) de l'espace tels que :

x2+y2+z22+(2m—-6)x+ (2m+4)y —2z+2m? —8 =0 ; (m est un parameétre réel)

1) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles S, est une sphére et préciser dans ce cas
les coordonnées de son centre I, et son rayon R,,.

2) Déterminer l'ensemble des points I, lorsque m varie dans l'intervalle ]—00, 22—1]

x=3+2a
3) On considére la droite A : {yz -2+« ; a€IR
z=1-a«a

Déterminer les deux spheéres S, qui sont tangentes a A.
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