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EXERCICE 1

1) a) Déterminer le reste de la division euclidienne de 6° par 11.
b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 6* par 5.
¢) En déduire que 6*° = 1(mod11) et que 6*° = 1(mod5)

d) Démontrer que 6*° — 1 est divisible par 55

2) Dans cette question x et y désignent deux entiers relatifs.

a) Veérifier que I'équation (E) : 65 x — 40y = 1 n'a pas de solution.

b) Vérifier que I'équation (E') : 17 x — 40y = 1 admet au moins une

solution.

¢) Résoudre dans Z I'équation (E'). En déduire le reste modulo 40 de 17.

CORRECTION &)
1) a) 6° =7776 =11 x 706 + 10 = 6° = 10(mod 11)
= 6° = —1(mod 11) ou encore 6'° = 1(mod 11)
b) 62 = 36 = 1(mod 5) = 6* = 1(mod 5)
¢) 6'° = 1(mod 11) = 6*° = 1(mod 11)
6* = 1(mod 5) = 6*° = 1(mod 5)
6* = 1(mod 11)
d) { 6*° = 1(mod5) = 6*° = 1(mod 5 x 11)
SA1l=1
= 6*° — 1 = 0(mod 55)
2) a)65A40 =5 = 1donc (E) n'admet pas de solutions.
b) 17 A 40 = 1 donc (E') admet au moins une solution.
¢) Remarquons que (=7, —3) est une solution particuliere de (E).
(Algorithme d'euclide)
{17 - (1_7.;; _ :8);( (_13) =1 = 17(x+7)=40(y +3)
=> 17 divise (y + 3) et 40 divise (x + 7) car 17A40=1
=>y=17k — 3 etx = 40k — 7 aveck € Z.
Inversement ;Si x =40k — 7ety =17k —3 aveck € Z.
17(40k — 7) —40(17k —3) = =119+ 120 = 1.
Ainsi Sz.z = {(40k — 7,17k — 3); k € Z}
Pour k=1, (33, 14) est une solution de (E") c'est-a-dire
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17 X33 —-40%x14=1=17x 33 =40 x 14 + 1 ou encore
17 x 33 = 1(mod 40) et par suite 33 est I'inverse modulo 40 de 17.

EXERCICE 2 ©

On pose a= 72009 i 72010+ 72011 .

1) Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs de n, le reste de 7" modulo 100.
2) En déduire gu'il existe un entier naturel k tel que a= 100k - 1.

3) a) En utilisant la formule du bindéme, montrer que  a'™ = 1 (mod 1007,
b) Déterminer les quatre derniers chiffres de a'™.

CORRECTION © a faire &)

EXERCICE 3

Soient a = 2n + 1 et b = 5n + 1 deux entiers.
1. Déterminer deux entiers u et v tels que au + bv = 3
2. En déduire les valeurs possibles de d = PGCD(a, b) ?
3. Montrer que sin = 1 [3] alors d = 3. que vaut d sinon ?

CORRECTION ©

1. 5a—2b=52n+1)-2(5n+1) =3

2. ddivise3,doncd =1oud = 3.

3. Sin=1 [3l,a=2n+1=3 [3] =0 [3] donc 3 diviseaetb=5n+1=6 [3] =0 [3] donc 3
divise b. 3 est un diviseur commun a a et a b, donc d = 3, dans ce cas d = 3.
Sin=0 [3]alorsa=2n+1=1 [3] =0 [3] donc 3 ne divise pas a. 3 n’est pas un diviseur
communaaetab, doncd = 1.
Sin=2 [3]alorssa=2n+1=5 [3] =2 [3] %0 [3] donc 3 ne divise pas a, 3 n’est pas un
diviseur commun a a et a b, donc d = 1.
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Exercice 4 ©

1. Montrer que pour tout n € Z, les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux

2. On considére I’équation (E) : 87x + 31y = 2 ou x et y sont des entiers relatifs
2.1. Montrer que 87 et 31 sont premiers entre eux.
2.2. En déduire un couple (u, v) € Z? tels que 87u + 31v = 1, puis une solution (xo, yo) de (E)
2.3. Déterminer ’ensemble des solutions de (E).

CORRECTION ©

L.

5(14n+3)—14(5n+1) =1
Est une identité de Bézout, 1 divise le PGCD de 14n + 3 et de 5n + 1 donc leur PGCD vaut 1. ils sont
premiers entre eux.

21.87=14x6+3et31 =5 x 6+ 1 d’aprés la premiére question, ils sont premiers entre eux.
2.2. D’aprés la premiére question
5(14x6+4+3)—145x6+1)=1=5x87+(-14)x31=1 (1)
Donc (u, v) = (5, —14) convient.
Il suffit de multiplier (1) par 2.
10 X 87 + (—28) x 31 =2

23.
Lq 87x +31ly=2
L2{10 X 87 + (—28) x 31 = 2

Ly —Ly: 87(x—10) +31(y +28) =0

87(x —10) = 31(—y —28) (2)

87 et 31 sont premier entre eux et 87 divise 31(—y — 28) donc 87 divise —y — 28, il existe k € Z
tel que :

—y—28=87k (3) & y=-87k—28

On remplace (3) dans (2)
87(x —10) =31 x87k ® x—10 =31k & x = 10 + 31k
La réciproque est évidente et ’ensemble des solutions est :
{(10 + 31k, —28 — 87k), k € 7}

EXERCICE 5 ©

1) Soit a un entier telque a =1( mod10).
a) Montrerque a®* +a® +..+a+1=0(mod10) .

b) En déduire que a'> =1 ( mod10?).
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(On pourra utiliser 'égalité a'° -1=(a-1)(@° +a° +..+a+1).
2) Soit b un entier.
a) Déterminer les restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10.
b) En déduire que b* =1(mod10) si et seulement si b est premier avec 10.
3) Soit b un entier premier avec 10.

a) Montrer que b*® =1( mod10?).

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 67 .

EXERCICE 6

Soit f la fonction définie et dérivale sur I'intervalle [0;+oc]
telle que :  f(z)=

Soit la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par :

/ f(l

On ne cherchera pas a calculer la valeur exacte de I,, en fonc-
tion de n.

1. Montrer que la suite (I,,) est croissante.
2. On admet que pour tout réel z de I'intervalle [0;+oc] :

e:l'

et —z 2
2

a. Montrer que, pour tout entier naturel n :
mn
y é/ 2-z-e Tdx
0
b. Soit H la fonction définie et dérivable sur l'intervalle

[0;+00[ telle que : H(z)=(—2z—1)-e*
Déterminer la fonction dérivée H' de la fonction H.
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c. En déduire que, pour tout entier naturel n : I, <2.

3. Montrer que la suite (I,) est convergente. On ne de-
mande pas la valeur de sa limite.

Correction ©

1. Etudions la différence suivante :

n+1 n
Lin—L= [ f@de= [ f@)ds

_ fOnH f(z)de + /nof(;t) dz

D’aprés la relation de Chasles :

n<n+1
Or, on a: {

Pour tout z€ [n;n+1,ona: f(z) =0
Par positivité de I'intégrale, on en déduit :

n+1
f f(z)dz =0
In+1 - In

0
In+1 In

WowW

Ainsi, la suite (I,,) est une suite croissante.

2. a. Utilisons la comparaison donnée dans I'énoncé pour
tout z€ [0; +oo] :
e'.'lf
e.’l?

ex—w2?>0

La fonction inverse est décroissante sur R :
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1 <2
e —x e

Le nombre z étant positif :

< 2z-e T
e —zx

Grace a la positivité de I'intégrale :

T T n
dz < 2r-e T dx
0o €f—Z 0

I, S/ 2r-e T dx
0

b. L’expression de la fonction H est donnée sous la forme
d'un produit des fonctions u et v définies par :

g{r)=—2—1 ; oiz)=€"
qui admettent pour dérivées :
u(z)=-1 ; v'(z)=—e"

La formule de dérivation d'un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction H' dérivée de la

fonction H :
H'(z) = d/(z)v(z) + u(zx)o' (z)

=(-1)e "+ (-1—z)(—e ) =—e "+ (14+z)e "
[-1+(1+2)]-e*=ze"

¢. La primitive de la fonction z+——2x-e™* est la fonction
2-H. Ainsi, on a :

I, =/ 2.z-e"*dzx = [2-H(J:)]:)1
0

=2-[(-n—1)-e7 "] =2:[(-0-1)-e ] =2-[(—n—1)-e "] +2
Or, pour tout entier naturel, on a :
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