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Enseml)le C des noml)res complexes

A) Forme algébrigue d un nombre complexe.

Théoréme

[l existe un ensemble, noté C ,de nombres appelés nombres complexes, tel que:

L] C contient R;

° C est muni d'une addition et dune multiplication pour lesquelles les régles de calcul sont

les mémes que dans R ;

e [l existe dans C un nombre non réel, noté i, vérifiant i2=-1;

¢ Tout nombre complexez s écrit de facon unique sous la forme (dite algebrique ):
z=a+ib ou a et b sontdesréels.

Définitions

~Leréel aestappelé partie réelle dez et est noté RC(Z) .
~-Leréelbestappelé partic imaginaire dezetestnoté Im(z).
~-Sib=0alorsz=a + 0i est noté z =a etzest un réel

~-Sia=0alors z =0+ ib est noté z = ib etzest appelé imaginaire pur.
- Le complexe 0+ Ui noté 0 est alafois réel et imaginaire pur.

Premiéres conséguences

a,b,a, b sont des réels

atib=a +ib < (a=a’ etl):]:)’)
a+ib=0 & (a:O etl):())

Opposé d un complexe

Siz=a+ibavecaetbréels alors on appelle opposé de z le complexe noté —z
telque: ~7 :~a+i(~]3)

B) Representation géométrique d'un nombre complexe

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct O;ad;v)

Définitions
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Soitle complexe z=a+ib, aetbréels.
~Le point M(a;b) est appelé le point image dez b M(z)
On le note souvent M(z).

<i

~Levecteur V (a;]o) estle vecteur image dez

On le note souvent V(Z) . O 4

a

~Le complexezest / attixe du point M et / attixe duvecteur V .
On le note souvent z M ou Z_.

Affixe d un vecteur AB

affixe( AB) = affixe (B) — affixe (A) B(z)

On note souvent :

zE =zB—zA Alza)

Propriétés

Pour tous vecteurs U et V et tout réel o,

zZ_. —=Z_. + Z_
Ui+ Vv U v
Z _.=0Z_
aU U
en particulier: zZz . =—Z_.
-V

ﬁ+?[z+z']
?(z'l,,x”

~Fi-z)
Affixe du milieu d un segment

Silest le milieu du segment [AB] alors

Z ¥,
Z1=">

C) Conjugué d'un nombre complexe
Définition

On appelle conjuguédu complexez =a +ib,a et bréels,le complexe noté z et
définipar: Z =a-ibh.

Interprétation géométrigue b M(a +ib)

L J

Les images de deux complexes conjugués O a

’ . A 1
sont symétriques par rapport a l axe

des abscisses (appelé souvent axe des réels). ~b M(a-ib)
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Re111arque: 7+ E = QRe(z) et z~ E = QiIm(z).

Théoréemes
Soitlz un nombre complexe.
" ;estréelsietseulementsi z =z
" ;estimaginaire pursietseulementsi z =~z
Propriétés
b
Dour tous complexeszetz :

n 7=z
" 74+72'=72+7 et z-2'=2-Z'

’ ', a ’ .
Ces résultats s étendent a une somme algébrigue de n termes.
" zz'=z7
, ', A .
Ces résultats s étendent a un produit de n termes:

pour tout entier naturel n, (z_") = (E)n.

1)=£ siz#0
z) z

u (Z—J=Z: siz#0
y4 Z

» Siz=a+ib avecaetbréels alors 2z =a%+b?donc pour z =0, soit

. 1 4 4 a .- ’
si(a;b) #(0;0),ona 25 b 1B + i az_l_—bz.Cestla

méthode utilisée pour écrire sous forme algébrigue un inverse ou un quotient.

D)Module et arguments dun nombre complexe non nul.

Définition

Soit Zun nom]ore complexe non nul cl’ima e M clans le plan muni d’un repere
P P P

orthonormal

direct (O TRRY ), et soit (r, 0 ) un couple de coordonnées polaires du point M dans (O; u )

Ol’l a ClOllC :

OM

~leréel r est appelé module dez et noté |z ;

~leréel 0 est appelé argument dez et noté arg(z).

/'
r
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arg(z) =0 = (LT OT/\) [?n]

]\)emdrques

n Le complexe Oa pour module O maisn’a pas d’argument.

» Tout complexe non nul z a une infinité d’arguments. Si 0 est]'un d'eux, tout
autre argument dez est dela forme 6 +K 27,K €Z.On écrit alors :
n arg(z) =0 [mocl 2 n] (ou simplement [Qn] )

Conséguences M(z)
b
= Siz=a+ibavecaetbréelsalors |zj=+va®+b?.
» Lemodule de tout réel x est la valeur absolue de x. 0 a
» zréel non nul équivaut a arg(z) =0 [ n ]
. .. . . T
z1maginaire pur non nul eguivaut a arg(z) = 5 [ T ]
= Soit zun complexe non nul : M(z)
G4 i
] g Lo
- Lo :
arg({z)=—arg{z} (mod 2m) L
arg{-z)=mn+arg(z) (mod 2m) T T
M ” |:_ i' M T EEJ

E) Formes trigonométrigues dun nombre complexe non nul.

Théoréme

oit z=a +ib,aveca et b réels, un complexe non nul.
i |zl =retsiarg(z)= 0 [mod2x] alors

a=rcos® et b=rsin0
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FEin g oo .
e
Sin B|-e-eaeaa-- E
Va8 !

] zos o

Définition

Soit z un nombre complexe non nul de module r et dont un argument est 6.

’ 7 . — . . < . < .
L’ écriture z=r(cos® +isin 0 ) est appelée forme trigonométriqguede.

Relations de passage entre forme algébrique et formes trigonométrigues.

Forme r=+a?+b?%; cosezE et sin6=E
r r
algébrique
z=a+ib

aetbréels a=rcos® et b=rsind

Egalité de deux complexes

FOYI‘I’I(—Z‘S

trigonométrigues

z=r(cos0+isin0)

Deux complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont le méme

mpdule et des arguments égaux modulo 2.

Théoréeme

Si z= r(cos6+isin®) avecr> O,alors |z =reto =ar8(z) [21t]

F) Propriétés des modules et arguments.

Propriétés des modules
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Pour tous complexeszetz :
" |z =0 <:2=0.

" Fi=fl-H-

2| =Vzz ou |zf* = zz

lz+2z] <z +|Z] (inégalité triangulaire )

" lzz]=l2z]
. 1=l Z—I=H siz 0.
z| |z z| |7

Le module d'un produit de n nombres complexes est
égal au produit des modules de ces complexes.
2" =|2] "

En particulier : pour tout entier naturel n,

Propriétés des arguments

,
Pour tous complexes non nuls z et z

m arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [Q n]
" arg (%) =— arg(z) [Qn ]

. sH = arg(c) - argle) [21]

* La premiére propriété s'étend au produit de n nombres
complexes non nuls. En particulier :
pour tout entier naturel n, arg (z”) =n arg(z) [2n]

Formule de Moivre

Pour tout réel 0 et tout entier naturel n, (dos0+isin0)" = cos(nd) +isin(no)

G) Formes exponentielles d’un nom]:)re complexe non nul.
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Définition

0 _ -
=cos0 + 1 sino.

Alors, si z est un nombre complexe non nul de module r et dont un argument

est 0, 0on appelle forme exponentielle dez I écriture: z=r &Y.

Pour tout réel 6 on pose: &'

Reégles de calcul sur les formes exponentielles

0 let 6 sont des réels quelconqgues, r et ¥ sont des réels > 0.
- rel® = p'el® < ((r=r' et0=0"[mod2n])
] _(r‘eie) — r,ei(e + TE)
u r‘eiexr‘eiel =r'r"e"(9+e')
. 1 1 e
re® r
' |el LI ]
. re- _r,io-o)
re® r
.~\N .
. (r‘e'e) =rNe ne,pour toutnde N
FOI’I]IU]@S C[fll]el’
0 - Li0_ -0
Pour tout réel 0: cosO= % et g$ino="F 26
[

Eqguation du second degré a coefficients réels dans C
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az? +bz +c =0, aréel # O betcréels.

Leréel A=b%-4ac estle discriminant de l'équation.

e Si A>Qalors l’équation admet deux solutions réelles

_b-Va et z _b+vA

y4
' 2a 2 2a
e Si A=0alors]'équation admet une solution rélle double
-b
zZ=—
2a

¢ Si A<Qalorsl'équation admet deux solutions complexes conjuguées

5 _—b—-iv-A ot 2 _—b+iv-A
! 2a 2 2a
Remargue: dans tous les cas az’+bz+c=a(z-2z,)(z-z2,)

H) Distances et angles orientés

Loug neurd un segment [AB ]

AB =

‘ZB ‘ZA‘

Mesure de 1 angle (LT ,AB )

A et B étant deux points distincts

c

(* HB) = arg(zB - ZA) (mod 2n)
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Mesure de ! :alzg]e (CTA , CB )

A, B et C étant trois points distincts

Conséguences

Les points A, B et C étant trois points distincts :

B
Zgp — ZC
ar
C gZA—Z(:
1 A
D '

Zn-Z
~les points A, b et C sont alignés si, et seulement si, arg B [n]

ZA7%c

~les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si, et seulement si,

Zn-2Z
BC_T [x].

arg

I) Transformations du plan.

Transiation de vecteur ¥ = OB .

Soit B le point d'affixe b.

Le point M’ d’ affixe z' =z + b est |'image
du point M d’ affixe z par la translation de

vecteur f - 0B.

Homothétie de centre O et de rapport K.

/M' (z+k]
I"I{zj"'/(// " B (b)
T ry
-
v '™
ol o

, M
Soit Q le point d'affixe W et k un réel non nul. /

Le point M d'affixez tel gue 7 -W=kiz-w)
estl'image du point M d'affixe z par  homothétie
de centre Q et de rapport k.
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Rotation de centre Q) etd ’ang]e 0

Soit O le point d'affixe W et 6 un réel.

Le point M’ d'affixez tel gue 7 —Ww=e¢ (z - w)

est l’image du point M d'affixez par la rotation

de centre Q et cl’angle 0.
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