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Exercice 1Q calcul d'aire - primitive-fonction réciproque

Soit la fonction f définie sur l'intervalle ] 0, [ par: f(x)=—— mx

l°lEtudmfetMsaoombc?damunmp&eaﬁxonormé(O, x,})
2°/ a/ Exprimer £(x) &l'aidcdclavariablcwtg(% . En déduire une primitive F de f sur intervalle ] 0, = [
- + 2‘
blCalculetlmAdndomamc@-{M(:c;y)l%st?ctOSysf(x)} 0
r/Soitghmuieﬁondem'inmane[g x[ ‘&
a/ Montrer que g est bijective puis tracer dans le méme repére les courbes Cg ctC w/
‘/‘

bl Calealer g7 (12) et 57/ 2)

4°I0noons;dhtlafoneuon(pdéﬁmcmlmtmnlle]2.x[par P(x) = j’% df y
alMcwuqne(pmdénvableetqmpom-tmnxde]-i-,z[,(p(x)=l '%

b Calcaler @(2%) puis cxprimer Q(x) en fonction de x .

o/ Déterminer la valeur de l'intégrale : I BT é
| eur de l'intégrale : =I% ;th_-.

Correction @
BT e
19 f(x)=—.—dcﬁmesur,]0,n[ = o % <
=C0SX
fest dérivable sur 0, w[, f'(x) = =X o = AR T
lim f(x)= lim —— =0 (car: limsinx=0’) £'(x) - 0 +
x=0* x-»0" SN X x-°
donc la droite d'équation x = 0 ¢st asymptote & & +0 +0
fim £(x) = lim —‘--+ac ( car: lim.sinx=0’) f(x) Ny /
X x5 Sin x=n 1
donc la droite d’ cquanon x=xcstasymptoted &
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2/t =tg(-§-) donc & sinx '1_+— d'ou:

Aiy=
() e - n |& 158

2

¥ .

I
A

£(x) = e = e O: V(o =t5(3) .

Alors une primitive de f est définie par: Cs"

(3

b/'],):{M(x,y) | %s.‘ 5-233 ctOSySf‘(x)}

A=j:§:f(x)dxCar & est au dessus dc(O,?) J
Donc: A = [Logklg( )}}: Log3

i

] o= o

i
o e v o o o e e 0

3%/ La fonction g est continue et strictement croissante. Elle réalise une bijection de !— 3 [sur son image

[1, #=[ . Les courbes C et Cg_l sont symétriques par rapport la droite A d’ cquauon Ty=Xx

wons: )= 2 o o'(8)=5 « of8)-F o r(3)-%

4

19/ alp(x) = j ? dt e = [H(t)]g(x) =H(g(x)) - H(-—j—:) Ot H est une primitive sur ]1, +cc[dela

Fonction hdc'ﬁmcpar h(t)=t—‘7‘—2——_-l» .Vxe]—z-, n[ , g(.\')e]l, +:o[. D'autre part : la fonction g est

dénvable sur] % o [ct la fonction H est dénivable sur]l. + 0 [donc la fonction @ st dérivable sur] 32‘- , K [cl

ona: o'(x)=g'Cx)hie(x))

Q’(X)_—COSX l - - COS X - - COS X =—COSX —COSX
sin®x 1 [ 1 JI=sin®x cos?x |cosx| -cosx
sin X sm’x

2.

&%) dt Ji' dts = TS : =
( ) .[3 : Jj;]tz=_l--0 Ona: @(x)=1donc: ¢(x)=x+C (CeR)

Et comme (p(zg') 0 alors : 3+C Op&tc C-—%"- = @(x)= \'—2:‘

o 1= %-t:iz—t_l=¢(3:)=}f‘%l‘“ﬁ y&
Y%y
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Soit f(x) =Log(e* —-1)
1°) Etudier les variations de f puis construire sa courbe (C).

X

Log3
2°) Calculer I= Jl e

dx
x-—-
Log2 = 1

Log3
3°) On pose K = I
Log2

Correction © tazzuagﬁf'

f(x)=Log(e* -1)

1°° xeDfe e-1>0 & e*>1e x>0 4’%8”

D'od Df= R,

Comme la fonction x — €* —1 est dérivable et strictement positive sur R’

= 1 dx. .Calculer I — K; en déduire K.

alors la fonction f  est dérivable sur R,

. e
Vxe Ry f(x)= >0

=1

lim f(x)=lim Log(E*—-1)=lim LogX=- (X=¢*-1)

x=0* x=0" x—o*
D'oi la droite d'équation x = 0 est une asymptote 2 la courbe (C).
lim f(x)=lim Log(e*-1)=1lm LogX=+0 X=¢*-1)

X — +00 X — 400 X o +o0
g(x ) X7 =X
X = +00 X = +c0 x X — +0o 1S
X X oa=X
i I_-_9ge_+ng£lx_el= lim [HM]=1
X = +o0 X = +o0
lim [f(x)-x]=1m [Log(e*-1)-x]=1lim Log(l-¢*)=0
X = 02 X— + X — +90

D'ou la droite D: y = x est une asymptote 2 la courbe (C) au voisinage de +eo.
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Tableau de variation de f:

X 0 o0
£'(x) +
400
f(x)

Log3 o Log3 '
2°) I=j  —dx= =J ‘-I-Q-de avec u(x)=e* -1
u(x)
Log?2 Log2

Log3
Do I= [Logle" -ll] =Log|el983 — 1| —~Log|el082 1|

I=Log2-Logl =Log2. L»”&
! g J‘/Jf :
e Y,

Log2
Log3 Log3
I—K—Jl & I L i
= et =1 e ~1
Log2 Log2
Log3 - Log3 Log3
I-K= j [e,f l.-e"l 1]dx=j dx= [x]
Log2 Log2 Log2

I-K=Log3-Log2
d'ot K=I-Log3 + Log2
K=2Log2 -Log3
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Exercice 3 Ofonction exponentielle - integration par partie ©

e-x

On considare Ia fonction f: [0A] — R définie par £(x) = ==

1
-X

I s
On pose: I = 1 _x-dx.
0
1°)  a) Etudier les variations de f.

b) En déduire que pour tout x de [0,11 ona: l1=f(x)< 2
2 Ve
2
2°)  a) Vérifier que, pour tout x de [0.-;']. ﬁ =1+x+ _x-_x_

1

1
3 2
b) Endéduirequel=j (1+x)e"*dx + J. x2 f(x) dx

o 0&4‘, o

3°) CalculerJ = (1+x)e *dx

0 /
1 : /‘@
s 1 j 2 1

°)  Démontrer que < x“f(x)dx <

24 ©
0

5°)  Déduire des questions précédentes un encadrement de l'intégrale L

) a) f [0,%] SR

€
.
1
Df= [OaE]

E et cervable sur [0,%] Az [o,%]

o =€ x(1-x) + e’*
f(X) = (l—X)2

-X
20;f(x)=0 & x=0.

X€
(1-x)? "

f'(x) =




Tableau de variation de f:

1

X 0 >
f'(x) 0 -

&

f(x) 2

b) Le tableau de variation de f momre que:

b)

1
Vxe [0,—] 15f(x)$2e ore2 e
Ve
2

Ve

d'ou pour tout x de [0, ] ona:lsf(x)<

Pour tout x de [0,%] on a:
X (1+00-0+x2 1-x+x2 1]
1-x~ 1-x T 1-x T 1-x

1+ X+

Ainsi pour tout x de [0,%] on a:

2

1+x+l—
1-x 1-x

I=

‘;_x e"‘(l+x+—xj—x)dx

1 %/

I= | [(1+x)e +x2f(x)]dx a’/l
oy

d 1
(1+x)e™™ dx + J x2£(x) dx

o €

0




1
2
3°) Calculons J = J. (1+x)e"*dx

0
On pose: { u(x)=1+x { u'(x)=1
vx)=e™* vx)=—e*

4°) On a pour tout x de [0,%] ona: 1=f(x)< e

Ve
2 2 2 2
X“<x*f(x) €=«
Ve

Comme de plus les fonctions x — x2; x }-—+x2f(x) et X — X

ol

5 1 3
continues sur [0,-2-] on obtient alors:

1 1

1
7 5 [z
xadx =) x3f(x)dx's == | x* dx
- c o

0 0
ol 1
s iaie L L
y =la Xl = gy S og
0
1
d'ou21—4 sjz 2 5(x) dx = —
: 12V e

0
i

2
5% D'aprés 2°-b)ona: I=1J + J. x2 f(x) dx
0




1

12Ve

1
L < J'z xzf(x) dx £
24
0

1

12Ve

- 2
e J.z 2
J+24 <J+ x“f(x)dx £ J +

0
S5 5 1
e S B <y e
e 24 e 12Ve
A9} D i o 22D

24 oo 12Ve

Exercice 4 ©Partie A

On consideére les fonctions f et g définies sur IR par:
fx) = e ¥ ;g(x) = x%e~*

On note respectivement Cs et Cg les courbes représentatives de fet g
dans un repere orthogonal (0 ; u; 3) dont les tracés se trouvent sur
feuille annexe. La figure sera complétée.
1. Identifier Cs et C; sur la figure fournie. (Justifier la réponse).
2. Etudier la parité des fonctions fet g.
3. Etudier le sens de variation de f et de g . Etudier les limites
éventuelles de fet de g en +00, j

4. Etudier la position relative de Cret C,@% , =

Partie B

On considére la fonction G définie sur IR par: ‘ %&

X
G(x) = f tZe~tdt.
0




1. Que représente G pour la fonction g ?
2. Donner, pour x > 0, une interprétation de G(x) en termes d’aires.

3. Etudier le sens de variations de G sur R.
X

On définit Ia fonction F sur R par : pour tout réel x, F(x) = f e~tdt
(]

4.a) Démontrer, que, pour tout réel x, G(x) = -;-[ F(x)-xe~ "z]

b) Démontrer que F admet une limite finie 1 quand x tend vers +
5. a. Démontrer que la fonction G admet une limite en+coque I'on

précisera.
1
b.Interpréter en termes d'aires leréel N = f a- tz)e“zdt
0

¢. En admettant que la limite de G en +c0 représente I'aire P en unités
d’aire du domaine D limité par la demi-droite (O ; 3) et la courbe C;
justifier graphiquement que :N 2 %

(on pourra illustrer le raisonnement sur la figure fournie)
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1.)Onaf (0) =1 et g (0) = 0, ce qui permet de distinguer Cret C;.
2.)

f(-x)= e (X ? = e~* = f(x) f étant définie sur un intervalle
symétrique autour de 0 est donc paire.

g(-x) = (-x)%e (¥ = gx);

pour les mémes raisons la fonction g est paire.

3. Dérivée : f’ (x) = (- 2x)e”‘2. qui est signe de (- x) : donc fest
croissante sur R- et décroissante sur IR..

En posant xz=X,on alim f (x) =lim f (x) = 0.

X—+00 X-—»=00

De méme pour g, g’ (x) = 2xe™ x? xze~X' = (2x - 2x3 )e"" qui est du
signe de x(1 - x?). On sait que : 0

lim — = +c0 donc: llm —x—o /4
X=—+ 0 X w e
La limite est identique au voisinage de —co. me”

On obtient les tableaux de variations suivants :

x -20 0 +oc
f’(x) + 0 -
f(x) 1
/ \ 4
X - 0 -1 1 +00
g'(x) + 0 - 0

g(x)




4. Soit d(x) = f (x)-g (x) = (1-x2) e qui est du signe de 1-x?, donc
positive sur [-1; 1], négative ailleurs. Conclusion :
- Sur [-1; 1], f (x) 2 g (x), donc Cest au dessus de Cg;
- Sur ]-c0; -1[Cr est au-dessous de Cg.
Partie B
1.G étant dérivable donc continue, G est la primitive de la fonction g qui

s'annule en 0.
2. Pour x > 0, G(x) représente en unités d'aire, 'aire de la surface

limitée par I'axe des abscisses, la courbe Cg et les droites
d’équations, X =0etX =x.

3-On a par définition G'(x) = g (x) et d’aprés la question 3 de la partie
A2-
g (x) 2 0 sur IR. La fonction G est donc croissante sur IR.

4. a)Les fonctions t et te~* étant dérivables, on peut intégrer G(x) pas|
parties en posant :
-1

u(t) = %It () = —

V() = —2te t et v(t) = et

Donc G(x) = [:Ete"g]x + e f xe"zdt = F( ~x?
> ot 2), = 2[ X) — xe™ ]
X
b)F est croissante F(x) = F(1) + f f(t)dt orsix > 1alors:
1

X X
-t? < -tdonc f f(t)de, < f e tdt < =
1 1 e
par suite F est continue, croissantyt majorée donc elle admet une

limite finie en +00




5.a. Soitl = lim,_, ., F(X).
Toutes les fonctions de I'égalité précédente étant continues, on peut en

déduire a la limite que limy_, .., G(x) = %
b) N =F(1) - G(1).N représente donc I'aire de la surface limitée par les

droites :x = 0, x = 1, et les deux courbes C; et C,.

¢)On voit sur le graphique N > %

y
(&})]
C
w2 (Cg)
3 2 -1 q 1 2 3 ix
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