Les suites réelles
Les équations a coefficients complexes )

EXERCICE 1:

On consideére la suite (u,) définie sur IN par : u, =
1) Montrer que % > g pour tout entier naturel n > 3

n

n!

3n

2) En déduire que pour tout entier naturel >3 ,ona : u, > (g)n_3u3.
3) Déterminer alors lim u,

n—+ow

EXERCICE 2:
u, =—2

Soit 1 ite réelle défini IN* :
oit (uy) la suite réelle définie sur par {un+1 :m

1) a) Calculer : u, , uz et uy.
b) Montrer que, pour tout n € IN*, on a : u, = 2 — 4.sin? zin

c) En déduire la valeur de sin g

2) a) Montrer que pour tout n € IN*, on a : |u,;; — 2| < %Iun — 2|

n-3
b) En déduire que : pour tout n € IN*, on a : |u, — 2| < G) .

c) Déterminer alors limu,

n—+0

EXERCICE 3:

On consideére les suites réelles (u,) et (v,) définies par :

+2v +3v
u"3 L et vn+1=u"4 L ne€IN

1) Montrer que la suite (u,, — v,) est géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

2) En déduire que pour toutn €IN, on a : u, = v,

3) Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite 4.

4) On pose pour tout n €IN, t, = 3u, + 8v,
a) Montrer que (t,) est une suite constante.
b) En déduire la valeur de #.

U'O:12 avozl » Ung1 =

EXERCICE 4:

Soit (a,) une suite réelle définie sur IN par : ap =1 et a4 =

an

1+4/1+a,2
1) a) Montrer que pour toutn €IN,ona:0<a, <1
b) Etudier la monotonie de (a,), puis déduire qu’elle converge et calculer sa limite ¢.
2) Pour tout n€ IN, on pose S, = Y*_o(—D*ay , u, =S, et v, = Srniq
a) Calculer : u, et v,
b) Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite L.
c) Montrer que 2—V2 <L <1

EXERCICE 5:
1) a) Calculer (2 + i)?
b) Résoudre dans C I’équation (E) : z2—3(2+i)z+2(3+4i) =0

c) En déduire les solutions dans C de 1'équation : z*—3(Q2 +i)z> +2(3+4i) =0
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2) Soit I’équation (E) : z3 —2(3 +2i)z?+ (3+ 14i)z+8—-6i =0
a) Montrer que ’équation (E’) admet dans C une solution imaginaire pure z;.
b) Soit le polynome P(z)= z3 — 2(3 + 2i)z%? + (3 + 14i)z + 8 — 6i

Déterminer les complexes a, b et c tels que : P(z)=(z—z;)(az? + bz + ¢

c) Résoudre dans C I’équation (E’).

EXERCICE 6:

On considére les suites U et V définies sur /N par :

)

2)

2 Up+V,
Uy =2 et pourtoutn € IN 1, =0 et Uyyq = _
n

Calculer: Vy , Uy ,V; , U, etV
1<U,<2

Montrer par récurrence que, pour toutn € IN,ona: et
1<V, <2

_ (Un _Vn)z

3)
4)
5)
6)

7)

8)

Montrer que, pour toutn € IN,ona: U, 4 — V,yq = [1] (On pourra remarquer

2(U,+V,) °
que: U,.V, = 2).

Montrer par récurrence, que pour toutn € IN,ona: U, >V, .
Montrer que U est décroissante et que V est croissante.

Montrer que, pour toutn € IN,ona: U, =V, < 1.

En déduire que (U, —V,)? < U, —V,. [2]

En utilisant les relations [1] et [2], montrer que, pour tout n € IN, on a:

1
Un+1 - Vn+1 < 1 (Un - L';:)

1 n
En déduire que, pour toutn € IN,ona: U, =V, < (Z) .

Montrer que les deux suites U et V sont convergentes vers la méme limite € qu’on calculera.

EXERCICE 7: (Bac "controle" 2014)

On considére, dans C, I’équation (E) : 2z° — V2(1-i)z-2i=0.

1) a) Montrer que le discriminant A de 1’équation (E) est égal a 6(1 + i)2 .

b) Résoudre 1’équation (E).

2) a) Donner I’écriture exponentielle de 1-1i.

b) Vérifier que pour tout nombre complexe z :

¢) Montrer que les solutions de I’équation z’—z+1=0 sont ¢

z[e‘igzj —\/E(l—i)[e_%zj—ﬁ ==2i(z" ~z+1).

i

et ¢

wiN
Wy

d) En déduire une écriture exponentielle de chacune des solutions de 1’équation (E).

. . T
e) Déterminer alors la valeur exacte de cosl—.
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