
 

Exercice 1 : (6 pts)  

La courbe ci-contre est celle d’une 

fonction 𝑓 définie est continue sur ℝ∗  

𝑦 = 𝑥 − 4  , 𝑥 = 0   sont des 

asymptotes à 𝐶𝑓  

La droite 𝑦 = −2𝑥 est une direction 

asymptotique à 𝐶𝑓  en −∞ 

1) Déterminer par une lecture 

graphique les limites suivantes 

 lim
𝑥→+∞

1

𝑓(𝑥) − 𝑥
   , lim

𝑥→−∞

𝑥

𝑓(𝑥) + 2𝑥
    , lim

𝑥→0+
𝑓(𝑓(𝑥)) − 𝑓(𝑥) , lim

𝑥→0−

𝑓(𝑓(𝑥))

2
+ 𝑓(𝑥)  , lim

𝑥→−∞

𝑓(2𝑥 + 𝑓(𝑥))

𝑥
   

2) a) Soit h la restriction de f à l’intervalle  [−1, 0[  . 

Montrer qu’il existe un unique réel  𝛽 ∈ ]−1,0[ , tel que h(𝛽) = −1 

b) En déduire alors l’ensemble de définition de  h ∘ h  . 

3) Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ on définit la fonction  𝑔𝑛 sur l’intervalle ]0,1] par 𝑔𝑛(x) = f(x) − n x 

a) Montrer que pour tout  𝑛 ∈ ℕ∗ il existe un unique réel  𝛼𝑛 ∈ ]0,1[ tel que   𝑔𝑛(𝛼𝑛) = 0. 

b) Montrer que  𝑔𝑛+1(𝛼𝑛) < 0 et en déduire que la suite (𝛼𝑛) est décroissante. 

c) Montrer alors que (𝛼𝑛) est convergente  puis calculer sa limite. 

 

Exercice 2 : (6 pts)   

On considère la suite 𝑈 définie par 𝑈0 = 1  et pour tout 𝑛 ∈ ℕ  𝑈𝑛+1 = 
𝑈𝑛

√5−𝑈𝑛
2
 

1) a) Montrer que 0 < 𝑈𝑛 ≤ 1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ 

b) Montrer que la suite 𝑈 est décroissante. 

c) En déduire que 𝑈 est convergente et déterminer sa limite 

2) a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ  𝑈𝑛+1 ≤
1

2
𝑈𝑛  

b) Montrer alors que pour tout 𝑛 ∈ ℕ  𝑈𝑛 ≤
1

2𝑛 et retrouver la limite de la suite 𝑈  
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3) Soit la suite 𝑉 définie  par 𝑉0 = 1 et pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗   𝑉𝑛 = √∑ 𝑈𝑘
𝑛−1
𝑘=0  

a) Montrer que la suite 𝑉est croissante 

b) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ   𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 ≤
1

2
𝑈𝑛  

4) a)  Montrer que  pour tout 𝑛 ∈ ℕ  𝑉𝑛 ≤ 2 −
1

2𝑛 

b) En déduire que la suite 𝑉 est convergente et donner un encadrement de sa limite 

 

Exercice 3 : (8 pts)  

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (𝑂 , �⃗⃗�  , �⃗� ) , on donne les points  𝐴(1)  , 𝐵(1 + 𝑖) 

𝐶(𝑖) et 𝐼(
1+𝑖

2
)  

1) Faire une figure puis donner l’écriture exponentielle de 𝑍𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗   et 𝑍𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

2) a) Déterminer l’ensemble des points 𝑀(𝑍) tels que  arg (𝑍𝑀 − 𝑍𝐼) ≡
𝜋

4
 [𝜋]. 

b) Déterminer l’ensemble des points 𝑀(𝑍) tels que arg (𝑍𝑀 − 𝑍𝐼) ≡ −
𝜋

4
 [𝜋]. 

3) On considère dans ℂ l’équation 𝐸𝑚 ∶  𝑍2 − (1 + 𝑖)𝑍 + 𝑚 𝑖 = 0 où  𝑚 ∈ ℝ\ {
1

2
}. 

et on désigne par 𝑍1 , 𝑍2 les solutions de  𝐸𝑚 et par 𝑀1 , 𝑀2 leurs images respectifs 

a) Montrer que 𝑍1 ≠ 𝑍2  

b) Montrer que 𝐼 est le milieu de [𝑀1𝑀2]. 

4) a) Montrer que (𝑍1 − 𝑍𝐼)
2 = (

1

2
− 𝑚) 𝑖 

b) En déduire que si 𝑚 <
1

2
 alors  𝑀1 ∈ (𝑂𝐵) et que si 𝑚 >

1

2
   𝑀1 ∈ (𝐴𝐶) 

5) Dans cette question on se place dans le cas où 𝑚 >
1

2
 

a) Montrer alors que la droite (𝑂𝐵) est la médiatrice de [𝑀1𝑀2] 

b) En déduire que |𝑍1| = |𝑍2| = √𝑚 . 

c) Donner alors une construction des points 𝑀1 et 𝑀2  

6) Montrer que lorsque  𝑚 <
1

2
    𝑀1 et 𝑀2 sont les points d’intersection de la droite (𝐴𝐶) 

et du cercle Γ de centre 𝐴 et de rayon √1 − 𝑚  

7)  Calculer  𝑍1 et  𝑍2 dans le cas où 𝑚 >
1

2
 puis dans le cas où 𝑚 <

1

2
 

                                                           

                                                              Bon travail.                                                   


